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П е р е д м о в а   
Тести призначені для оперативної перевірки поточної успішності, а 

також можуть використовуватися для організації модульного контролю.   

Тестові завдання мають закриту форму з вибором однієї правильної 

відповіді з декількох запропонованих. Кожне завдання позначено символом 

ТЗ  з порядковим номером, а далі наведено варіанти відповідей, позначені 

символами А, Б, В, Г.  

 

 

1 .  В и з н а ч н и к и  
Розглянемо квадратну матрицю n-го порядку: 

                        

























nnnnn

n

n

n

nn

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

A

...

...............

...

...

...

321

3333231

2232221

1131211

                    

Означення.  Детермінантом (визначником) матриці А n-го порядку 

називається алгебраїчна сума !n доданків, кожен з яких є добутком n 

елементів цієї матриці, взятих по одному і тільки по одному з кожного 

рядка і кожного стовпця цієї матриці. Знак кожного такого добутку рівний 

 l1  , де l – кількість інверсій у перестановці других індексів, при умові, 

що перші індекси впорядковані: 

     
!

)1(321 1321
)1(det

n

nn

l

nn
aaaaaA  ,             де                                  

nnnnn

n

n

n

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

A

...

...............

...

...

...

det

321

3333231

2232221

1131211

                    

Формула для визначення детермінанта 2-го порядку має вигляд:  

                    21122211

2221

1211
aaaa

aa

aa
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Отже, визначник 2-го порядку можна обчислювати за схемою: 

                    
     

 
     

. 

Формула для визначення детермінанта 3-го порядку: 

 322113312312332211

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

aaaaaaaaa     

                               332112322311312213 aaaaaaaaa       

Схема для обчислення визначника 3-го порядку має вигляд: 

 

                                 
             
                          
             
                                              

. 

Для обчислення визначників вищого порядку застосовують теорему 

Лапласа про розклад визначника п-го порядку за елементами рядка або 

стовпчика. Визначники з числовими елементами, використовуючи їх 

властивості, перетворюють так, щоб обернулися на нуль всі, крім одного, 

елементи деякого рядка або стовпчика. Розкладаючи потім визначник за 

елементами цього рядка або стовпчика, зводимо задачу обчислення 

визначника п-го порядку до знаходження одного визначника (п – 1)-го 

порядку. 

Приклад 1. Знайти визначники другого порядку: 

а) ;12735
37

25
  

б)     abbaba
baba

baba
4

22





; 

в)  βαsinβsinβsinαsinαsin
βcosβsin

αcosαsin
 ;  

г) 0loglog1
1log

log1
 ba

b

a
ab

a

b . 
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Приклад 2. Знайти визначники третього порядку: 

а) 40315422133211345332

341

235

312

 ; 

б)  22233 cxaxbxxxabc

cxx

xbx

xxa

 3 22 ;x a b c x abc     

в) 

     .αγsinγβsinβαsinαcosβsinγcosαsin

βcosγsinαcosγsinγcosβsinβcosαsin

1γcosγsin

1βcosβsin

1αcosαsin




 

Приклад 3. Обчислити визначник четвертого порядку: 

 
3 1

3 3 5 8 3 3 5 8 3 6 14 5
6 14 5

2 5 4 6 2 5 4 6 2 3 2 4
1 3 2 4

5 5 8 7 1 1 3 1 1 0 0 0
0 7 2

4 4 5 6 4 4 5 6 4 0 7 2



     
 


     




   
1 1

1 14 5 1 14 5
100 39

7 2 4 0 100 39 1 1 165.
35 12

2 7 2 0 35 12



   


         


 

 

Для утворення нулів у рядку або стовпчику зручно мати ведучий  

(розв’язувальний) елемент, що дорівнює одиниці. Даний визначник такого еле-

мента не має. Для його утворення можна, наприклад, помножити останній рядок 

визначника на –1 і додати до передостаннього, при цьому визначник не 

зміниться. У такий спосіб у третьому рядку утворилися три одиниці (достатньо 

мати одну). Для утворення нулів, наприклад у третьому рядку, можна взяти за 

розв’язувальний елемент одиницю, що стоїть на перетині першого стовпчика і 

третього рядка. 

Помножимо елементи першого стовпчика спочатку на –1 і складемо з 

відповідними елементами другого стовпчика, тоді на місці елемента (3, 2) 

утвориться нуль. Далі множимо всі елементи того ж першого стовпчика на –3 

і складаємо з елементами третього стовпчика. На місці елемента (3, 3) знову 

утворився нуль. У такий же спосіб, помноживши перший стовпчик на –1 і 

склавши з останнім, на місці елемента (3, 4) також утвориться нуль. Слід 
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зазначити, що для утворення нулів у рядку працюють з елементами 

стовпчиків, а для утворення нулів у стовпчиках — з елементами рядків. 

Далі, використовуючи теорему Лапласа, розкладаємо визначник 4-го 

порядку за елементами третього рядка і одержуємо визначник третього 

порядку. Для його знаходження можна застосувати відповідне правило, але 

ми ще раз утворимо нулі. 

Для одержання одиниці до елементів першого стовпчика додамо 

відповідні елементи третього стовпчика. На місці елемента (1, 1) утворилася –

1. Далі помножимо елементи першого рядка на 7 і складемо з відповідними 

елементами другого рядка, одержимо нуль на місці елемента (2, 1). 

Аналогічно, помноживши елементи першого рядка на 2 і склавши з 

елементами третього рядка, одержимо нуль на місці елемента (3, 1). Після 

застосування теореми Лапласа одержуємо визначник другого порядку і 

остаточний результат. 

Шляхом безпосереднього обчислення можна довести такі 

властивості визначників: 

1. Якщо транспонувати визначник буд-якого порядку, то він не 
зміниться. 

2. Якщо елементи якого-небудь рядка або стовпчика визначника рівні 
нулю, то і визначник дорівнює нулю. 

3. Якщо всі елементи якого-небудь рядка або стовпчика помножити на 
деяке число, то і весь визначник помножиться на це число. 

4. Якщо поміняти місцями два рядки або стовпчики визначника, то 
він змінить знак. 

5. Якщо два рядки або стовпчики визначника рівні між собою або 
пропорційні, то він дорівнює нулю. 

6. Якщо кожен елемент деякого рядка або стовпчика визначника 
можна подати у вигляді суми двох доданків, то початковий визначник 
дорівнює сумі двох визначників, у яких всі рядки, крім розглядуваного, такі 
як у початкового, при цьому розглядуваний рядок першого визначника 
складається з перших доданків, а в другому визначнику в розглядуваному 
рядку стоять другі доданки (те саме справджується і для стовпчиків). 

7. Якщо до елементів одного з рядків визначника додати відповідні 
елементи іншого рядка, попередньо помножені на деяке число, то 
визначник при цьому не зміниться (те саме справджується і для 
стовпчиків). 
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Т е с т о в і  з а в д а н н я  д о  т е м и :   
« В и з н а ч н и к и »  

ТЗ 1.1. Що називається мінором ijM  елемента ija  визначника n  n -го 

порядку?  

А. Мінором ijM  елемента ija  визначника n  називається визначник 

 1n -шого порядку, який утворюється з елементів вихідного визначника 

n , що залишаються після викреслювання j -го рядка та j -го стовпця.  

Б. Мінором ijM  елемента ija  визначника n  називається визначник 

 1n -шого порядку, який утворюється з елементів вихідного визначника 

n , що залишаються після викреслювання i -го рядка та i -го стовпця.  

В. Мінором ijM  елемента ija  визначника n  називається визначник, який 

утворюється з елементів вихідного визначника n , якщо переставити 

місцями відповідні елементи i -го рядка та j -го стовпця.  

Г. Мінором ijM  елемента ija  визначника n  називається визначник 

 1n -шого порядку, який утворюється з елементів вихідного визначника 

n , що залишаються після викреслювання i -го рядка та j -го стовпця, на 

перетині яких розташований елемент ija .  

ТЗ 1.2. Що називається алгебраїчним доповненням ijA  елемента ija  

визначника n  n -го порядку?  

А.   ij
ji

ij MA


 1 .                        Б.   ij
ji

ij MA


 1 .   

В.   ji
ji

ij MA


 1 .                       Г.   ij
i

ij MA



2

1 .  

ТЗ 1.3. Визначник другого порядку 
2221

1211
2

aa

aa
  дорівнює:  

А. 12222111 aaaa  .  Б. 21122211 aaaa  .  В. 21122211 aaaa  .  

Г. 22112112 aaaa  .  

ТЗ 1.4. Визначник третього порядку 

333231

232221

131211

3

aaa

aaa

aaa

  дорівнює (через 

ijA  позначено алгебраїчне доповнення елемента ija ):  
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А. 111311121111 AaAaAa  .          Б. 311321121111 AaAaAa  .  

В. 131312121111 AaAaAa  .        Г. 231322122111 AaAaAa  .  

ТЗ 1.5. Визначник третього порядку 

333231

232221

131211

3

aaa

aaa

aaa

  дорівнює (через 

ijA  позначено алгебраїчне доповнення елемента ija ):  

А. 313121211111 AaAaAa  .      Б. 333122211111 AaAaAa  .   

В. 333132213111 AaAaAa  .       Г. 133112211111 AaAaAa  .   

ТЗ 1.6. Визначник четвертого порядку 

44434241

34333231

24232221

14131211

4

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

  

дорівнює (через ijA  позначено алгебраїчне доповнення елемента ija ):  

А. 4434333322321131 AaAaAaAa  .     

Б.  12211111 AaAa 14411331 AaAa  .      

В. 2434233322322131 AaAaAaAa  .  

Г. 4141313121211111 AaAaAaAa  .  

ТЗ 1.7. Чому дорівнює визначник 

333

222

111

kckbka

kckbka

kckbka

 ?  

А. 

333

222

111

cba

cba

cba

k .  Б. 

333

222

111

2

cba

cba

cba

k .  В. 

333

222

111

3

cba

cba

cba

k .  

Г. 0 .  

ТЗ 1.8. Встановити, який з наступних визначників є парним числом?   

А. 

251

412

321

.                              Б. 

041

412

321 

.    
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В. 

041

122

341





.                        Г. 

500

430

321





.  

ТЗ 1.9. Чому дорівнює визначник 

333

222

111

ckaa

ckaa

ckaa

 ?  

А. k .      Б. 0 .      В. 
3k .       Г. 1 .  

ТЗ 1.10. Чому дорівнює сума добутків елементів деякого стовпця (рядка) 

визначника 

333231

232221

131211

3

aaa

aaa

aaa

  на алгебраїчні доповнення елементів 

іншого паралельного стовпця (рядка): ikAaAaAa kikiki  ,332211   

 jkAaAaAa kjkjkj  ,332211 ?  

А. 1 .       Б. 0 .       В. 3 .       Г. 3k .  

ТЗ 1.11. Встановити, який з наступних визначників ділиться на  „3”?   

А. 

111

331

121

 .                                Б. 

111

321

121

 .    

В. 

313

321

621

 .                              Г. 

111

421

121

 .   

ТЗ 1.12. Встановити, який з наступних визначників ділиться на „4”?   

А. 

842

361

121

 .                              Б. 

642

331

121

 .    

В. 

541

321

221

 .                               Г. 

401

213

111

 .  

ТЗ 1.13. Встановити, який з наступних визначників ділиться на „10”?   
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А. 

7100

4302

351 

.                           Б. 

7100

3302

351

.    

В. 

790

6102

351 

.                           Г. 

270

6102

351

.  

ТЗ 1.14. Встановити, які два визначника відрізняються лише знаком?  

А. 

145

432

101

  і 

145

432

111



 .     Б. 

145

432

101



  і 

541

234

101



 .     

В. 

145

432

101



  і 

145

432

101



 .   Г. 

415

342

011



  і 

145

432

101



 .  

ТЗ 1.15. Встановити, сумою яких двох визначників є визначник 

712

503

311 

?  

А. 

712

402

311 

 і 

712

121

311

.         Б. 

712

413

311 

 і 

722

110

311





.  

В. 

712

332

311





 і 

712

231

311 

.      Г. 

712

703

311 

 і 

711

100

311 

.  

ТЗ 1.16. Встановити, які визначники рівні між собою?  

А. 

413

302

111 

 і 

513

302

111 

.     Б. 

413

302

111 

 і 

404

302

111 

.   
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В. 

513

302

111





 і 

413

302

111 

.    Г. 

413

302

111 

 і 

431

101

321

 .   

ТЗ 1.17. Встановити, які визначники рівні між собою?  

А. 

040

412

311





 і 

043

411

121

 .    Б. 

040

442

311





 і 

311

040

442





.  

В. 

030

412

311 

 і 

043

331

021

 .    Г. 

020

412

213 

 і 

020

412

122

.  

ТЗ 1.18. Встановити, який з наступних визначників дорівнює визначнику 

570

810

321





?  

А. 

413

531

321





.                        Б. 

423

531

321





.    

В. 

413

521

321





.                        Г. 

413

531

321





.  

ТЗ 1.19. Встановити, який з наступних визначників дорівнює „0”?  

А. 

111

231

121





.                           Б. 

363

231

121







.    

В. 

160

251

121





.                           Г. 

110

230

121 

.  

ТЗ 1.20. Для якого визначника алгебраїчне доповнення 31A  дорівнює числу 

„-12”?  
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А. 

012

541

131

 . Б. 

012

532

301

. В. 

012

512

301

. Г. 

012

542

301

.  

ТЗ 1.21. Для якого визначника мінор 21A  дорівнює „+9”?  

А. 

316

541

032







.                      Б. 

416

513

032

.    

В. 

406

541

032





.                        Г. 

306

541

012

 .  

ТЗ 1.22. Для якого визначника алгебраїчне доповнення 42A  дорівнює числу 

„0”?  

А. 

1451

0543

0032

0001



.                     Б. 

1114

0023

1010

0101

.  

В. 

3101

0003

0522

5431

.                         Г. 

1000

5000

1230

4321

.  

ТЗ 1.23. Який з визначників має діагональну структуру?  

А. 

040

030

121

.  Б. 

310

003

101

.  В. 

500

010

002

.  Г. 

400

120

003

.  

ТЗ 1.24. Який з визначників має трикутну структуру?  

А. 

325

014

103

. Б. 

402

120

113

 . В. 

230

014

015

. Г. 

302

014

003

.  

ТЗ 1.25. Який з визначників дорівнює добутку діагональних елементів 
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321 cba ?  

А. 

33.3

22

11

0

0

cba

ba

ba

.                       Б. 

3

22

111

00

0

c

cb

cba

.   

В. 

1 1

2 2 2

3

0

0 0

a b

a b c

c

.                       Г. 

32

22

111

0

0

cc

ba

cba

.  

ТЗ 1.26. Який з визначників дорівнює числу „30”?  

А. 

500

410

312 

. Б. 

300

420

315 

. В. 

284

131

005

. Г. 

004

020

103

.  

ТЗ 1.27. Який з визначників дорівнює числу „18”?  

А. 

5000

3400

2720

1321 

.                        Б. 

5241

0373

1021

0002



.   

В. 

2170

0311

0012

0003


.                        Г. 

4700

1121

0033

0002


.   

 

2 .  М а т р и ц і  т а  д і ї  н а д  н и м и   

 
Нагадаємо, що матриця, на відміну від визначника, — це таблиця 

чисел певного розміру. При множенні її на число треба помножити на це 

число кожен елемент матриці. Додавати можна тільки матриці однакового 

розміру, їх сумою є матриця, елементи якої є сумами відповідних елементів 

матриць, що додаються. 

Дія множення означена тільки для таких двох матриць, які мають такі 

розміри: перша m × p, друга р × п. В результаті одержується матриця 

розміром т × п, елементи якої дорівнюють алгебраїчній сумі добутків 
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елементів рядків першої матриці на відповідні елементи стовпчиків другої 

матриці за формулою:  





p

k
pjipjijikjikij babababaC

1
2211 ... . 

Зрозуміло, що в загальному випадку дія множення матриць 

некомутативна, тобто ABBA  . 

Приклад 1. Нехай 













4140

5213
A , 














4232

1135
B . 

Знайти BA , A3 . 








 


0312

4148
BA , 














123120

15639
3A . 

Приклад 2. Нехай 













4140

5213
A , 


























321

210

132

111

B . 

Знайти BA . 















18512

17810
BA . 

Обернену матрицю 
1A  має тільки квадратна невироджена матриця А 

( 0det A ), для якої виконується рівність: EAAAA   11 . 

Для знаходження оберненої матриці до матриці А складають матрицю 

виду:  EA | , де Е – одинична матриця того ж порядку, що й А. Утворену 

матрицю за допомогою елементарних перетворень зводять до 

вигляду:  BE | . Тоді покладають: .1 BA 
 

Приклад 3. Знайти обернену матрицю до матриці   

                             



















132

312

123

A . 

Складаємо матрицю: 
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|||

100

010

001

132

312

123 

















~















 

100

010

011

132

312

21)1(

~ 

      ~ )1(

122

032

011

510

710

211




























~



























122

032

011

510

7)1(0

211

~ 

      ~

12154

032

021

1200

710

501























 ~































12

1

12

5

12

4

0
12

3

12

2

0
12

2

12

1

)1(00

710

501
~ 

~





























12

1

12

5

12

4
12

7

12

1

12

4
12

5

12

1

12

8

100

010

001
. 

Звідси отримаємо:























































154

714

518

12

1

12

1

12

5

12

4
12

7

12

1

12

4
12

5

12

1

12

8

1A . 

 

Т е с т о в і  з а в д а н н я  д о  т е м и :  
« М а т р и ц і  т а  д і ї  н а д  н и м и »  

ТЗ 2.1. Яка матриця називається транспонованою 
TA  до матриці  























mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A









21

22221

11211

?  
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А. 



























1)1(

21)1(22

11)1(21

mnmmn

nn

nn

aaa

aaa

aaa









.    Б. 





















mnnn

m

m

aaa

aaa

aaa









21

22212

12111

.  

В. 























n

nmmm

mnmm

aaa

aaa

aaa

11211

)1(2)2(1)1(

21









.        Г. AAT  .    

ТЗ 2.2. Які дві матриці є взаємно транспонованими?  

А. 















 

013

120

101

 і 





















011

120

301

.     

Б. 















 

013

120

101

 і 





















011

120

101

.     

В. 















 

013

120

101

 і 

















011

120

301

.  

Г. 















 

013

120

101

 і 

















 011

120

301

.     

ТЗ 2.3. Яка квадратна матриця є одиничною?  

А. 























111

011

001









E .   Б. 























100

010

001









E .  
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В. 























100

110

111









E .  Г. 























1100

0011

0001









E .  

ТЗ 2.4. Сумою яких двох матриць є матриця 








 47

18
?  

А. 








72

35
 













54

21
.        Б. 









72

35
 









 34

12
.  

В. 








72

35
 









 47

23
.        Г. 









72

35
 







 

35

23
.  

ТЗ 2.5. Різницею яких двох матриць є матриця 








 113

52
?   

А. 








72

35







 

403

211
.       Б. 









72

35















 

01

45

12

.  

В. 








72

35







 

45

23
.         Г. 









72

35









45

23
.  

ТЗ 2.6. Що називається добутком матриці A  на число  ?  

А. Добутком матриці A  на число   називається нова матриця AC  , яка 

відрізняється від матриці A  тим, що кожний елемент першого рядка 

матриці A  помножається на число    



















 



mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A









21

22221

11211

.   

Б. Добутком матриці A  на число   називається нова матриця AC  , яка 

відрізняється від матриці A  тим, що кожний елемент першого стовпця 

матриці A  помножається на число    
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mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A









21

22221

11211

.  

В. Добутком матриці A  на число   називається нова матриця AC  , яка 

відрізняється від матриці A  тим, що кожний елемент матриці A  

помножається на число    





























mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A









21

22221

11211

.  

Г. Добутком матриці A  на число   називається нова матриця AC  , яка 

відрізняється від матриці A  тим, що кожний елемент головної діагоналі 

матриці A  помножається на число    





























mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A









21

22221

11211

.  

ТЗ 2.7. Добутком числа  2   на матрицю  








 41

53
  є  

А. 








 82

106
.                                Б. 









 41

106
.   

В. 








 42

56
.                                Г. 









 81

56
.  

ТЗ 2.8. Що називається добутком матриці A  розміру nm  на матрицю B  

розміру pn ?  

А. Матриця ABC   розміру pm , кожний елемент ijc  якої обчислюється 

за правилом   njinjijiij bababac  2211 .  

Б. Матриця ABC   розміру pm , кожний елемент ijc  якої обчислюється 

за правилом   nijnijijij bababac  2211 .  
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В. Матриця ABC   розміру mp , кожний елемент ijc  якої обчислюється 

за правилом   niiniiiiij bababac  2211 .  

Г. Квадратна матриця ABC   q -того порядку   pnmq ,,min , кожний 

елемент ijc  якої обчислюється за правилом   

qijqijijij bababac  2211 .  

ТЗ 2.9. Добутком яких двох матриць є матриця 








235

123
?  

А. 








12

11
 









140

121
.                Б. 









12

11
 









01

12
.  

В. 








12

11
 









011

112
.                   Г. 









12

11
 

















400

211

013

.  

ТЗ 2.10. Добутком яких двох матриць є матриця 








 65

23
?  

А. 








 13

11









34

11
.                       Б. 









 13

11







 

34

11
.  

В. 








 13

11







 

032

321
.             Г. 









 13

11







 

31

12
.  

ТЗ 2.11. Добутком яких двох матриць є матриця 

















20

13

11

?  

А. 

























012

111

21

10

01

.               Б. 

























20

11

21

11

01

.  

В. 

























02

11

12

11

01

.                     Г. 

































 103

012

101

12

11

01

.  
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ТЗ 2.12. Визначник якої матриці A  дорівнює 18 ?  

А. 






 


076

511
A .                     Б. 



















76

21

13

A .   

В. 









65

21
A .                              Г. 







 


47

21
A .  

ТЗ 2.13. Визначник якої матриці A  дорівнює 1 ?  

А. 





















501

030

201

A .                     Б. 























101

110

403

010

A .   

В. 





















013

120

001

A .                   Г. 



















4350

0042

1110

A .  

ТЗ 2.14. Яка з матриць має визначник, що дорівнює 72 ?  

А. 















 



700

240

132

A .                    Б. 



















 



300

1300

140

131

A .  

В. 



















657

044

003

A .                     Г. 



















5367

0050

0004

A .  

ТЗ 2.15. Яка матриця 
1A  називається оберненою до матриці A ?  

А. Квадратна матриця 
1A  того ж порядку, що і A , називається оберненою 

до A , якщо 01  AA .     

Б. Квадратна матриця 
1A  того ж порядку, що і A , називається оберненою 

до A , якщо EAAAA   11
, де E  – одинична матриця того ж порядку.    

В. Квадратна матриця 
1A  того ж порядку, що і A , називається оберненою 

до A , якщо AAA 1
.     
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Г. Квадратна матриця 
1A  того ж порядку, що і A , називається оберненою 

до A , якщо AAA  1
.        

ТЗ 2.16. Для якої матриці A  існує обернена матриця 
1A ?  

А. Матриця A  повинна бути прямокутною розміру nm , причому 

кількість рядків m  більша кількості стовпців n  )( nm  .   

Б. Матриця A  повинна бути квадратною )( nm   і особливою )0(det A .    

В. Матриця A  повинна бути прямокутною розміру nm , причому 

кількість рядків m  менша кількості стовпців n  )( nm  .    

Г. Для того, щоб матриця A  мала обернену 
1A  необхідно і достатньо, щоб 

матриця A  була квадратною )( nm   і неособливою )0(det A .    

ТЗ 2.17. Яка матриця S  називається приєднаною до матриці A ?  

А. 





















nnnn

n

n

MMM

MMM

MMM









21

22221

11211

.      Б. 





















nnnn

n

n

AAA

AAA

AAA









21

22221

11211

.   

В. 





















nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa









21

22221

11211

.            Г.





















nnnn

n

n

AAA

AAA

AAA









21

22212

12111

.  

(Тут  ijM   і  ijA  – відповідно мінор і алгебраїчне доповнення елемента ija  

матриці A ).  

ТЗ 2.18. Нехай матриця S  є приєднаною до матриці A . За якою формулою 

обчислюється обернена матриця 
1A  до матриці A ?  

А. 
TSAA  det1

.                       Б. SAA  det1
.   

В. 
TS

A
A 

det

11
.                      Г. S

A
A 

det

11
.  

ТЗ 2.19. Для якої матриці A  оберненою є матриця  

                              













35

121A ?  

А. 









25

13
A .                             Б. 







 


25

13
A .   
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В. 



















10

25

13

A .                         Г. 











125

113
A .  

ТЗ 2.20. Яка матриця є виродженою (особливою)?  

А. 





















1412

0343

0121

.                 Б. 

























001

324

412

121

.   

В. 





















513

412

121

.                       Г. 





















313

412

121

.  

ТЗ 2.21. Яка з матриць є виродженою (особливою)?  

А. 








 46

23
.  Б. 









42

23
.  В. 







 

45

23
.  Г. 







 

41

23
.  

ТЗ 2.22. Яка з матриць є невиродженою (неособливою)?  

А. 





















001

433

312

121

.                             Б. 

















1121

0312

0554

.   

В. 

















533

312

121

.                             Г. 

















1057

312

121

.  

ТЗ 2.23. Для якої матриці A  приєднана матриця S  має вигляд  

                           

























101

111

100

S ?  

А. 



















011

010

111

A .                      Б. 



















011

010

101

A .  
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В. 















 



011

110

111

A .                   Г. 



















011

110

111

A .  

ТЗ 2.24. Для якої матриці A  приєднана матриця S  має вигляд  

                                 











35

47
S ?  

А. 











65

53
A .                        Б. 



















01

74

43

A .   

В. 











174

052
A .                   Г. 












74

53
A .  

ТЗ 2.25. Для якої матриці A  обернена матриця має вигляд: 























111

010

110
1A ?  

А. 



















011

010

101

A .                     Б.. 



















112

011

101

A  

В. 























010

011

110

101

A
.                     Г. 



















1011

1010

0111

A .   

ТЗ 2.26. При якій умові квадратна система лінійних рівнянь BAX  , де A  

– квадратна матриця, X  – матриця-стовпець невідомих, B  – матриця-

стовпець вільних членів, має єдиний розв’язок і за якою формулою він 

обчислюється?  

А. A  – особлива матриця )0(det A   і  BAX 1 .  

Б. A  – неособлива матриця )0(det A   і  BAX 1 .  

В. A  – неособлива матриця )0(det A   і  
1 BAX .  

Г. A  – неособлива матриця )0(det A   і  
1 ABAX .  

ТЗ 2.27. За якою формулою обчислюється розв’язок X  матричного 
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рівняння BAX  , де A  – квадратна неособлива матриця )0(det A ?  

А. BAX 1 .                                  Б. 
1 BAX .   

В. BAAX 1 .                               Г. 
1 ABAX .  

ТЗ 2.28. За якою формулою обчислюється розв’язок X  матричного 

рівняння BXA  , де A  – квадратна неособлива матриця )0(det A ?  

А. BAX 1 .                                  Б. 
1 BAX .      

В. BAAX 1 .                                  Г. 
1 ABAX .  

ТЗ 2.29. За якою формулою обчислюється розв’язок X  матричного 

рівняння CAXB  , де A  і B – квадратні неособливі матриці?  

А. 
11  ACBX .                            Б. 

11  BCAX .    

В. 
11  ACBX .                            Г. CBAX 11  .  

ТЗ 2.30. Яке матричне рівняння має розв’язок    12 yx ?  

А.    18
35

23











yx .  Б.    111

35

23











yx .  

В.    71
35

23











yx . Г.    413

35

23











yx .  

ТЗ 2.31. Яке матричне рівняння має розв’язок 

















4

3

y

x
?  

А. 























 

7

2

25

13

y

x
.                Б. 
























 

25

4

25

13

y

x
.  

В. 























 

7

13

25

13

y

x
.              Г. 
























 

23

5

25

13

y

x
.  

ТЗ 2.32. Яке матричне рівняння має розв’язок      213 zyx ?  

А.    433

120

012

301


















zyx .    

Б.     1035

120

012

301


















zyx .        
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В.   
















120

012

301

zyx   577 .      

Г.    1131

120

012

301


















zyx .  

ТЗ 2.33. Яке матричне рівняння має розв’язок 


































1

1

1

z

y

x

?  

А. 


















































3

3

4

120

012

301

z

y

x

.      Б. 


















































5

3

4

120

012

301

z

y

x

.   

В. 


















































3

5

4

120

012

301

z

y

x

.       Г. 


















































3

3

5

120

012

301

z

y

x

.  

ТЗ 2.34. Яке матричне рівняння має розв’язок  

                             

















10

11

2221

1211

xx

xx
?  

А. 






 
























 

21

22

20

01

01

12

2221

1211

xx

xx
.   

Б. 

































 

21

02

20

01

11

12

2221

1211

xx

xx
.   

В. 






 
























 

01

22

21

01

01

12

2221

1211

xx

xx
.   

Г. 





































 22

12

20

01

11

02

2221

1211

xx

xx
.   

ТЗ 2.35. Яке матричне рівняння має розв’язок  
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100

001

232221

131211

xxx

xxx
?  

А. 














































101

002

101

010

001

10

02

232221

131211

xxx

xxx
.   

Б. 














































 201

002

101

020

001

11

02

232221

131211

xxx

xxx
 .  

В. 














































201
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3 .  С и с т е м и  л і н і й н и х  а л г е б р а ї ч н и х  

р і в н я н ь   
Системою k лінійних  рівнянь з n невідомими називається система 

виду 
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де ),1,,1(, njkiRba iij  – задані дійсні числа, ),1( njx j  – змінні.  

Розв’язком системи називається n-вимірний вектор 

),...,,,( 00

3

0

2

0

10 nxxxxx  такий, що при підстановці його координат замість 
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відповідних змінних, кожне рівняння системи  перетворюється на 

правильну рівність. 

Система, яка має розв’язок, називається сумісною, а система, яка не 

має розв’язку – несумісною. Сумісна система називається визначеною, якщо 

вона має єдиний розв’язок, невизначеною – коли система має безліч 

розв’язків. 

Метод Гауса розв’язування систем лінійних рівнянь полягає у 

послідовному виключенні невідомих з рівнянь:  

1x  виключаємо з усіх рівнянь, крім першого; 

2x – з усіх рівнянь, крім першого і другого; 

3x – з усіх рівнянь, крім першого, другого і третього і т.д. 

Для сумісних систем лінійних рівнянь можливі два випадки:  

1. В останньому рівнянні залишиться одне невідоме. Тоді система 

матиме єдиний розв’язок, який шукається «знизу-вгору». 

2. В останньому рівнянні залишиться більш, ніж одне невідоме. Тоді 

лишаємо у лівій частині цього рівняння лише одну змінну, а інші 

переносимо у праву частину рівняння і називатимемо їх вільними змінними. 

Вільним змінним можна надавати довільних значень і шукати відповідні 

значення інших невідомих. В цьому випадку система матиме безліч 

розв’язків, тобто буде невизначеною. 

 

 

 

Приклад 1. Розв’язати систему методом Гаусса: 
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Розв’яжемо цю систему за допомогою матриць: 
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З останньої матриці отримаємо систему: 
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Метод Гаусса можна модифікувати, якщо робити послідовне 

виключення змінних з усіх рівнянь, крім одного. Це можна зробити 

за допомогою правила прямокутника. При цьому потрібно обирати 

ведучий елемент (найкраще на кожному кроці вибирати «одиницю»), 

який має міститися по головній діагоналі матриці, що відповідає 

даній системі рівнянь. Удосконалений таким способом метод Гаусса 

називається методом Гаусса - Жордана. 

Приклад 2. Розв’язати систему методом Гаусса - Жордана: 
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.     З останньої матриці отримаємо:    
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Методом Крамера можна розв’язувати тільки системи з однаковою 

кількістю рівнянь та невідомих: 
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При цьому вводять позначення: :      

nnnnn

n

n

n

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

...

...............

...

...

...

321

3333231

2232221

1131211

 , 

nnnnn

n

n

n

aaab

aaab

aaab

aaab

...

...............

...

...

...

32

333323

223222

113121

1  ,     

nnnnn

n

n

n

aaba

aaba

aaba

aaba

...

...............

...

...

...

31

333331

223221

113111

2  , 

nnnnn

n

n

n

abaa

abaa

abaa

abaa

...

...............

...

...

...

21

333231

222221

111211

3  ,…,

nnnn

n

baaa

baaa

baaa

baaa

...

...............

...

...

...

321

3333231

2232221

1131211

 . 

За правилом Крамера система п лінійних рівнянь з п невідомими 

сумісна і визначена, якщо 0 . Якщо 0  і всі ,,...,3,2,1,0 njj   то 

система сумісна, але невизначена. Якщо 0 , а хоча б один з 0 j , то 

система лінійних рівнянь несумісна. 

Розв’язок сумісної визначеної системи рівнянь обчислюють за 

формулами Крамера:                    
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Приклад 3. Розв’язати систему методом Крамера: 
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Обчислимо визначники: 
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Скориставшись формулами Крамера, отримаємо: 
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Розв’язуючи системи з однаковою кількістю рівнянь і невідомих 

матричним методом, вводять до розгляду такі матриці: 
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Тоді систему можна записати у вигляді матричного рівняння: 

                                         BXA  , 

розв’язок якого має вигляд: 

                                BAX  1
                                    

при умові існування оберненої матриці 
1A . 

Приклад 3. Розв’язати систему матричним методом: 
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Позначимо: 
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Матриця 
1A  для даної матриці має вигляд:  
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Скориставшись формулою BAX  1
, отримаємо: 
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Звідси: 
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Т е с т о в і  з а в д а н н я  д о  т е м и :   

« С и с т е м и  л і н і й н и х  а л г е б р а ї ч н и х  р і в н я н ь »  
ТЗ 3.1. При якій умові квадратна система лінійних рівнянь  
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– головний визначник системи, має єдиний розв’язок?  

А. 0 .     Б. 0 .     В. 0 .     Г. 0 .  

ТЗ 3.2. При якій достатній умові квадратна система лінійних рівнянь  
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– головний визначник системи  і  
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– допоміжні визначники системи,  не має жодного розв’язку?  

А. 0 , 0)(  j
 ),...,2,1( nj  .    

Б. 0 , 0)(  j
,  nj ,...,2,1   .   

В. 0 , 0)(  j
 ),...,2,1( nj  .    

Г. 0 , а хоча б один із визначників ),...,2,1()( njj   відмінний від 

нуля.  

ТЗ 3.3. Необхідною і достатньою умовою наявності ненульового розв’язку 

однорідної квадратної системи лінійних рівнянь  
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– головний визначник,  є  

А. 0 .      Б. 0 .      В. 0 .      Г. 0 .  

ТЗ 3.4. Система лінійних рівнянь BAX   має безліч розв’язків тоді і 

тільки тоді, коли   

А. Ранг розширеної матриці  BAC |  менший рангу основної матриці A  

і менший числа невідомих.   
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Б. Ранг розширеної матриці  BAC |  більший рангу основної матриці A , 

але менший числа невідомих.   

В. Ранг розширеної матриці  BAC |  дорівнює рангу основної матриці 

A  і менший числа невідомих.   

Г. Ранг розширеної матриці  BAC |  дорівнює рангу основної матриці 

A  і дорівнює числу невідомих.   

ТЗ 3.5. Яка система двох лінійних рівнянь має розв’язок 4,3  yx ?  

А. 
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ТЗ 3.6. Яка система двох лінійних рівнянь еквівалентна системі  
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ТЗ 3.7. Які пари систем лінійних рівнянь еквівалентні між собою?  

А. 
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ТЗ 3.8. Яка система двох лінійних рівнянь має єдиний розв’язок?  

А. 
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ТЗ 3.9. Яка система двох лінійних рівнянь еквівалентна одному рівнянню з 

двома невідомими?  
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А. 
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ТЗ 3.10. Яка система двох лінійних рівнянь має безліч розв’язків?  

А. 
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ТЗ 3.11. Яка система двох лінійних рівнянь не має жодного розв’язку?  

А. 
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ТЗ 3.12. Яка система трьох лінійних рівнянь має розв’язок  

3,2,1  zyx ?  

А. 
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ТЗ 3.13. Яка однорідна квадратна система має ненульовий розв’язок?  

А. 
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ТЗ 3.14. Яка система трьох лінійних рівнянь еквівалентна системі   
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ТЗ 3.15. Яка з систем трьох лінійних рівнянь еквівалентна системі  
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ТЗ 3.16. Яка система трьох лінійних рівнянь має єдиний розв’язок?  

А. 
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ТЗ 3.17. Яка система трьох лінійних рівнянь еквівалентна системі двох 

рівнянь з трьома невідомими?  

А. 
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В. 
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ТЗ 3.18. Яка система трьох лінійних рівнянь має безліч розв’язків?  

А. 
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ТЗ 3.19. Яка система трьох лінійних рівнянь не має жодного розв’язку?  

А. 
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ТЗ 3.20. Яка система трьох лінійних рівнянь еквівалентна одному рівнянню 

з трьома невідомими?   

А. 
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ТЗ 3.21. Яка з систем трьох лінійних рівнянь має єдиний розв’язок?  

А. 
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ТЗ 3.22. Знайти розв’язки системи      
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64

zyx
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 .  

А. Rttztytx  ,,34,1112  .                 

Б. Rttztytx  ,,34,1122  .   

В. Rttztytx  ,,24,152  .                

Г. Rttztytx  ,,32,2211  .  

ТЗ 3.23. Знайти розв’язки системи      
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 .  

А. Rttztytx  ,,41,73  .                 

Б. Rttztytx  ,,51,25  .   

В. Rttztytx  ,,54,32  .                

Г. Rttztytx  ,,32,78  .  

ТЗ 3.24. Знайти розв’язки системи       














06

022

023

zyx

zyx

zyx

 .  

А. Rttztytx  ,,8,3  .                 

Б. Rttztytx  ,,3,12  .   

В. Rttztytx  ,,4,6  .                

Г. Rttztytx  ,,4,10  .  

ТЗ 3.25. Яка з систем трьох лінійних рівнянь еквівалентна системі                   














1

33

22

z

zy

zyx

 ?  

А. 














22

12

22

zyx

zyx

zyx

 .                Б. 














02

12

22

zyx

zyx

zyx

 .  

В. 














0

12

22

zyx

zyx

zyx

 .                Г. 














1

1

22

zyx

zyx

zyx

 .  

ТЗ 3.26. Яка з систем трьох лінійних рівнянь еквівалентна системі    
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1
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22

z

zy

zyx

 ?  

А. 














0

12

22

zyx

zyx

zyx

 .                 Б. 














02

12

22

zyx

zyx

zyx

 .  

В. 














22

12

22

zyx

zx

zyx

 .                  Г. 














3

1

22

yx

zyx

zyx

 .  

ТЗ 3.27. Яка з указаних систем двох рівнянь з трьома невідомими 

еквівалентна системі              














342

03

34

zyx

zyx

zyx

?   

А. 
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34

zy

zyx
 .                  Б. 









33

34

zy

zyx
 .   

В. 








34

34

zy

zyx
 .                Г. 









22

34

zy

zyx
 .  

 

4 .  М е т о д  к о о р д и н а т  

Поняття вектора. Колінеарні і компланарні вектори 

Під вектором будемо розуміти напрямлений відрізок. 

Для векторів застосовують позначення: a , AB . В останньому 

випадку точку А називають початком вектора, точку В – кінцем 

вектора AB   (мал.1).   

                                            А                 a  

                                                                                        В 
                                                                  Мал. 1 
Означення. Вектор, у якого початок співпадає з кінцем, 

називається нульовим. 

Нульовий вектор позначається: 0


. Напрям нульового вектора 

невизначений. 
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Означення. Вектори називаються колінеарними, якщо вони 

паралельні до однієї прямої або лежать на одній прямій. 

Якщо вектори a


 і b


– колінеарні, то це позначають так: ba


|| . 

Означення. Паралельні вектори називаються співнапрямленими, 

якщо вони лежать в одній півплощині відносно прямої, що проходять 

через початки цих векторів; протилежно напрямленими – якщо вони 

лежать в різних півплощинах відносно цієї прямої.                                                                                  

                                                                  a     

                                                              b  

                                                          c  

                                                          Мал. 2 

На мал. 2 вектори a


 і b


 – співнапрямлені: ba


 , вектори b


 і 

c


 – протилежно напрямлені: cb


 . 

Вектор BA  називається протилежним до вектора AB , тобто: BA  

 AB . 

Довжина вектора a


 позначається a


. 

Означення. Вектори називаються рівними, якщо вони 

співнапрямлені і мають однакову довжину, тобто: 

ba


    1. ba


 , 2. ba


 . 

Теорема 

З будь-якої точки простору можна побудувати вектор, рівний 

даному, і при тому тільки один. 

 

Лінійні операції над векторами 

I. Додавання векторів. 

Означення. Сумою двох векторів a


 і b


 називається такий 

вектор ba


 , який будується за таким правилом: 

1) з довільної точки А будуємо вектор aAB


 ; 

2) з його кінця – точки В будуємо вектор bBC


 ; 

3) сполучаємо початок вектора a


 – точку А з кінцем                        

вектора b


 – точкою С. 
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                                                                               В 

        a


                                                         a


              

                                                                                              b


     

                               b


                А                        ba


  

                                                                                                         С 
                                          Мал. 3 
Таке правило побудови суми двох векторів називається 

правилом трикутника. 

Як бачимо з мал. 3, для суми векторів справедлива рівність:                                                       

                                      ACBCAB  .                       

 

              Властивості суми векторів: 

1. abbaba


 :,  – комутативність; 

2. )()(:,, cbacbacba


  – асоціативність; 

3. aaaa


 00: ; 

4. 0)()(:


 aaaaa . 

II. Віднімання векторів. 

Означення. Різницею двох векторів a


 і b


 називається такий 

вектор c


, який в сумі з вектором b


 дає вектор a


. 

Щоб знайти різницю двох векторів, досить віднести ці вектори 

до спільного початку, з’єднати їхні кінці і поставити стрілку біля того 

вектора, від якого віднімаємо (мал. 4).      

                                                                      

                                                                  

                 b


                                            b


                     ba


       

                                                                                  

              a


                                    О                a


                                

                                                          

                                              Мал. 4 

Для знаходження суми і різниці двох векторів також 

користуються правилом паралелограма: 
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З довільної точки будуємо обидва вектори, на цих векторах 

добудовуємо паралелограм. Сумою цих векторів є діагональ 

паралелограма, яка виходить із спільного початку, їх різницею є інша 

діагональ (мал. 5).     

 

         b


                                                          ba


        

                                                 b


       ba


                                         

      a


                                                        a


         
                                              О            
                                         Мал. 5 
III. Множення вектора на число. 

Означення. Добутком вектора a


 на число   називається вектор 

a


 , довжина якого дорівнює добутку довжини цього вектора на 

модуль числа. Цей вектор співнапрямлений з даним вектором, якщо 

число додатне; протилежно напрямлений, якщо число від’ємне і 

дорівнює нулю тоді і тільки тоді, коли або число дорівнює нулю, або 

вектор дорівнює нулю.  

Тобто вектор a


  задовольняє наступні умови:  

        1) aa


  , 

        2) aa


 , якщо 0 , 

        3) aa


 , якщо 0 , 

        4) 0


a  0  або 0


a . 

Властивості добутку вектора на число:  

1. aaa


 1: ; 

2. aaa


)()(:,   – асоціативність множення; 

3. aaaa


  )(:, ; 

4. bababa


  )(:, ; 

дві останні формули називаються дистрибутивними законами 

множення відносно додавання. 

 

Розклад вектора за даними напрямами 

Означення. Розкласти вектор c


 за двома не колінеарними 

векторами a


 і b


 (на площині) означає знайти такий паралелограм, 
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для якого c


 буде діагоналлю, а сторонами паралелограма будуть 

вектори, колінеарні до a


 і b


. 

 Приклад. Розкласти вектор c


 за векторами a


 і b


, якщо вектори 

розміщені так, як показано на мал. 6. 

 

 

                      c


                             a


                       b


 

 
                                      Мал. 6 

Віднесемо вектори a


,b


і c


 до спільного початку та 

добудовуємо на основі їх паралелограм так, щоб вектор c


 був 

діагоналлю цього паралелограма. 

Як видно з мал. 7, bac


3

2
2  .              

 

                                                   c


 

                                                                       

                                    a


                

                                              b


                                                  
                                                  Мал. 7 

Означення. Розкласти вектор d


 за трьома не колінеарними 

векторами a


,b


і c


(на площині) означає знайти такий паралелепіпед, 

для якого d


 буде діагоналлю, а сторонами паралелепіпеда будуть 

вектори, колінеарні до a


,b


, c


. 

                                                                            

Базис простору 

Означення. Базисом площини називається впорядкована пара не 

колінеарних векторів. 

Базис площини позначається: },{ 21 eeB


 , 

де вектори 1e


 і 2e


 не колінеарні (мал. 8).                1e


         

                                                                                                  2e


 

                                                                                 О 
                                                                                  Мал. 8 
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Означення. Базисом простору називається впорядкована трійка 

не компланарних векторів. 

Базис простору позначають: },,{ 321 eeeB


 ,  де                  

вектори 1e


, 2e


, 3e


 не компланарні (мал. 9).                                 

                                                                                     3e


 

                                                                                           2e


 

                                                                                    О             1e


 

                                                                                  Мал. 9 
Означення. Базис називається ортонормованим, якщо базисні 

вектори попарно перпендикулярні і довжини базисних векторів рівні 

одиниці. 

Ортонормований базис },,{ kjiB


 ,                           k


                       

де kjkiji


 ,, , 1 kji


 (мал. 10). 

                                                                                                        j


 

                                                                                       О 

                                                                          i


 
                                                                                 Мал. 10 

Теорема (про розклад вектора за базисними векторами) 
Будь-який вектор простору можна розкласти за базисними 

векторами, причому єдиним способом. 

Тобто   довільний    вектор   a


  простору   можна   у     базисі  

},,{ 321 eeeB


  подати у вигляді:           321 ezeyexa


 .             

Означення. Координатами вектора в даному базисі називається 

впорядкована трійка дійсних чисел, які є коефіцієнтами в лінійному 

розкладі цього вектора за базисними векторами. 

Якщо вектор a


 задається рівністю: 321 ezeyexa


 , то 

координатами цього вектора є впорядкована трійка (x,y,z), тобто: 

                              a


(x,y,z)   321 ezeyexa


 .                

Властивості операцій над векторами через векторами: 

1) Рівні вектори мають рівні відповідні координати в тому 

самому базисі: 

      212121222111 ,,),,(),,( zzyyxxzyxbzyxa 


. 
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2) Координати суми двох векторів дорівнюють сумам їх 

відповідних координат: 

  ),,(),,(),,,( 212121222111 zzyyxxbazyxbzyxa 


. 

3) Координати добутку вектора на число дорівнюють добуткам 

координат цього вектора на дане число: 

                          ),,(),,( zyxazyxa  


.                    

4) Координати лінійної комбінації кількох векторів 

дорівнюють тій же лінійній комбінації відповідних координат.  

5) Координати вектора AB , де ),,( 111 zyxA , ),,( 222 zyxB             

обчислюються за формулою:  

                               ),,( 121212 zzyyxxAB  ,                             

тобто дорівнюють різницям відповідних координат його кінця і 

початку. 

 

Приклад. ).3,2,5(),1,4,2(  ba


 Знайти .43 ba


  

).9,20,14())3(4)1(3),2(443,5423(43  ba


 

 

Умова колінеарності двох векторів через координати 

Нехай в базисі   },,{ 321 eeeB


  вектори a


 і b


 мають 

координати: ),,(),,,( 222111 zyxbzyxa


. 

 

Теорема 

Для того, щоб вектори a


 і b


 були колінеарними, необхідно і 

достатньо, щоб виконувалась умова: 

                                
2

1

2

1

2

1||
z

z

y

y

x

x
ba 


,                              

тобто, щоб були пропорційними їх відповідні координати. 

 

Умова компланарності двох векторів через координати 

Нехай в базисі   },,{ 321 eeeB


  вектори a


, b


 і c


 мають 

координати: ),,(),,,(),,,( 333222111 zyxczyxbzyxa


. 

Теорема 
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Для того, щоб вектори a


, b


 і c


 були компланарними, необхідно 

і достатньо, щоб виконувалась умова: 

                                     0

333

222

111



zyx

zyx

zyx

,                                

тобто, щоб детермінант 3-го порядку, рядки якого складені із 

координат цих векторів, дорівнював нулю. 

 

 

Скалярний добуток векторів і його властивості 

Означення. Скалярним добутком двох векторів називається 

число, яке дорівнює добутку довжин цих векторів на косинус кута 

між ними: 

                                 cos baba


,                                      

де ),( ba
 

  – кут між векторами a


 і b


. 
Результатом скалярного добутку векторів є число (скаляр). 
  
Властивості скалярного добутку: 

а) алгебраїчні властивості: 

1) abba

  – комутативність, 

2) ),( baba

  ),( baba


  )( baba


  –                     

асоціативна властивість відносно числового множника. 

3) cbcacba

 )( , cabacba


 )( –                             

дистрибутивні закони множення відносно додавання. 

Приклад.  bbbabaaababa


68912)34()23(  

.612 bbbaaa

  

 

б) геометричні властивості: 

1) baba


 0  – скалярний добуток дорівнює нулеві 

тоді і тільки, коли вектори перпендикулярні. 

2) 
2

aaa


  – скалярний квадрат вектора дорівнює квадрату 

його довжини. 
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3)                                  aaa

   –                               

модуль (довжина) вектора дорівнює кореню квадратному із його 

скалярного квадрата. 

4)                               
ba

ba







cos  –                             

косинус кута між двома векторами дорівнює скалярному 

добутку цих векторів, поділеному на добуток їх довжин. 

 

Вираз скалярного добутку двох векторів через їх       

координати в ортонормованому базисі 

Нехай в ортонормованому базисі },,{ kjiB


  вектори a


 і b


 

мають координати: ),,(),,,( 222111 zyxbzyxa


. Тоді  

                       
212121 zzyyxxba 


–                                         

скалярний добуток двох векторів в ортонормованому базисі дорівнює 

сумі попарних добутків їх відповідних координат. 

Довжина вектора 

Нехай в ортонормованому базисі },,{ kjiB


  вектор    

),,( zyxa 


. За формулою aaa

 отримаємо: 

                                  222 zyxa 


–                                                 

довжина вектора дорівнює кореню квадратному із суми квадратів 

його координат. 

Приклад. Нехай ).5,1,3(),1,2,2( ba


  Знайти кут між векторами     

a


 і b


. 

35

3

359

9

5131)2(2

511)2(32
cos

222222















ba

ba




 . 

 

Векторний добуток векторів і його властивості 

Кажуть, що вектори a


, b


 і c


 утворюють праву трійку (або 

репер ( a


,b


, c


) – додатно орієнтований), якщо вони розміщені в 

просторі проти годинникової стрілки (мал. 11). 
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                                               c


 

                                                          b


 

                                            

                a


 
                                        
                                             Мал. 11 

Вектори a


, b


 і c


 утворюють ліву трійку (репер ( a


,b


, c


) – 

від’ємно орієнтований), якщо вони розміщені в просторі за 

годинниковою стрілкою (мал. 12). 

  

                                               c


 

                                                           a


 

                                            

                   b


 

                                          
                                              Мал. 12 

Означення. Векторним добутком двох векторів називається 

вектор, довжина якого дорівнює добутку довжин цих векторів на 

синус кута між ними; цей вектор перпендикулярний до кожного з 

перемножуваних векторів і утворює з ними праву трійку (мал. 13): 

 

 

     ba

                                     sina b a b                    

                    b


    

                      a


                           

               
                   Мал. 13 

Результатом векторного добутку векторів є вектор. 
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Властивості векторного добутку: 

а) алгебраїчні властивості: 

1)    abba

  – антикомутативність, 

2)    ,baba

     ,baba


     baba


  –                

асоціативна властивість відносно числового множника. 

3)      cbcacba

 )( ,      cabacba


 )( –                     

дистрибутивні закони множення відносно додавання. 

 

б) геометричні властивості: 

1)     bbaaba


 , , 

2)   baba

,,  – права трійка, 

3)   baba


||0  – векторний добуток дорівнює 

нулеві тоді і тільки, коли вектори колінеарні, 

4)             Sпар-ма=  ba

 – 

 модуль векторного добутку дорівнює площі паралелограма, 

побудованого на цих векторах (віднесених до спільного початку – 

мал. 14). 

                                                                   

                                        b


                                               

                                                     a


         
                                        Мал. 14  

5)            baS



2

1
                            

 

Вираз векторного добутку двох векторів через їх       

координати в ортонормованому базисі 

Нехай в ортонормованому базисі },,{ kjiB


  вектори a


 і b


 

мають координати: ),,(),,,( 222111 zyxbzyxa


. Тоді 
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222

111

zyx

zyx

kji

ba




 –                                          

векторний добуток двох векторів в ортонормованому базисі дорівнює 

детермінанту третього порядку, в першому рядку якого стоять базисні 

вектори kji


,, , в другому рядку – координати першого множника, в 

третьому рядку – координати другого множника. 

Приклад. Вершини трикутника ABC  мають координати: 

),2,1,1( A  ),2,6,5( B  ).1,3,1( C  Обчислити площу трикутника і 

довжину висоти, опущеної з вершини B  на сторону AC (мал. 15). 

 

 B   
                                       

                                                                     

    

      

                                A         K                  C   

 
                                            Мал. 15 

Площу трикутника обчислюватимемо за формулою:  

 BCBAS 
2

1
. З іншого боку: BKACS 

2

1
. Звідси:  

  .
2

1

2

1
BKACBCBA   З останньої рівності отримаємо: 

 
AC

BCBA
BK


 . 

 

)0,5,4()22,61,51( BA , )0,5,4()21,63,51( BC .  

  kji

kji

BCBA




161215

394

054 



 ,тобто   )16,12,15( BCBA . 

  25625)16()12()15( 222 BCBA , 
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5,1225
2

1
S (кв. од.) 

)3,4,0()21,13,11( AC , 5916  ACAC . 

5
5

25
BK (од.) 

  

 

Мішаний добуток трьох векторів і його геометричний зміст 

Означення. Мішаним добутком трьох векторів називається 

число, яке дорівнює скалярному добутку векторного добутку перших 

двох векторів на третій: 

                                    cbacba

 .                      

           

 

Теорема (геометричний зміст мішаного добутку) 

Модуль мішаного добутку трьох векторів дорівнює об’єму 

паралелепіпеда, побудованого на цих векторах (віднесених до 

спільного початку – мал. 16). Мішаний добуток – додатне число, 

якщо вектори утворюють праву трійку; від’ємне число, якщо 

вектори утворюють ліву трійку і дорівнюють нулю тоді і тільки 

тоді, коли всі вектори компланарні.   

 

                                                                                                     

                                                                                

                                                       
                         
                                   

                                      c


                                  

                                        b


                                               

                                                 a


         
                                               

Мал. 16 
Тобто мішаний добуток має такі властивості: 

1) Vпар-да= cba

 ,                            
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2) 0 cba


, коли ),,( cba


 – права трійка,  0 cba


, коли 

),,( cba


 – ліва трійка, 

3) 0 cba


 тоді і лише тоді, коли вектори cba


,,  

компланарні.  

За допомогою мішаного добутку трьох векторів можна також 

обчислювати об’єм трикутної призми та трикутної піраміди, 

побудованих на цих векторах (мал. 17, 18). 

 

 

 

 

 

 

             c


                                           Vтр.призми= cba



2

1
           

              b


 

 

                    a


 

                 
                  Мал. 17 

 

 

 

 

 

 

               c


                                       Vтр.пір.= cba



6

1
              

               b


 

 

                    a


 

                 
                   Мал. 18 
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Вираз мішаного добутку трьох векторів через їх       

координати в ортонормованому базисі 

Нехай в ортонормованому базисі },,{ kjiB


  вектори a


, b


 і c


 

мають координати: ),,(),,,(),,,( 333222111 zyxczyxbzyxa


. Тоді 

                             

333

222

111

zyx

zyx

zyx

cba 


–                                                   

мішаний добуток трьох векторів дорівнює детермінанту третього 

порядку, в першому рядку якого стоять координати першого вектора, 

в другому – координати другого вектора, в третьому – координати 

третього вектора.            

Приклад. Обчислити об’єм і висоту трикутної піраміди              

(мал. 19), побудованої на векторах: ).4,3,3(),1,1,2(),3,2,1(  cba


                                                

                                                             S 

      

 

                                         c


                                        
                                                       h      

                                       b


 

 

                                           a


          O 

                                  
                                     Мал. 19 

Об’єм піраміди обчислюватимемо за формулою: 

 Vтр.пір.= cba



6

1
. З іншого боку: Vтр.пір.=

3

1
Sосн. h . Звідси:  

cba



6

1
=

3

1
Sосн. h . З останньої рівності отримаємо: 

.2 îñíS

cba
h








. 

416391864

433

112

321









 cba


, 
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Vтр.пір.=
3

2
4

6

1
  (куб. од.) 

Sосн.=  ba



2

1
, де   kji

kji

ba





571

112

321 



 . Тоді            

  )5,7,1(ba


, Sосн.=
2

35
75

2

1
25491

2

1
  (кв. од.) 

35

4

2

35
2

4




h  ( о д . )  

 

Т е с т о в і  з а в д а н н я  д о  т е м и  
« М е т о д  к о о р д и н а т »  

ТЗ 4.1. Що називається проекцією вектора AB  на вісь l


?  

А. Проекцією вектора AB  на вісь l


 називається число ABпр
l
 , яке 

дорівнює довжині відрізка ll BA  між проекціями відповідно початку A  і 

кінця B  вектора на вісь l


.   

Б. Проекцією вектора AB  на вісь l


 називається число ABпр
l
 , яке 

дорівнює довжині відрізка ll BA  між проекціями відповідно початку A  і 

кінця B  вектора на вісь l


, причому довжина береться зі знаком "" , якщо 

вектор 


ll BA  співнапрямлений з віссю l


  


 lBA ll ,  або довжина береться 

зі знаком "" , якщо вектор 


ll BA  напрямлений протилежно осі l


  



 lBA ll .  

В. Проекцією вектора AB  на вісь l


 називається число ABпр
l
 , яке 

дорівнює сумі довжин відрізків lAA  і lBB , де lA  і lB  – проекції відповідно 

початку A  і кінця B  вектора AB  на вісь l


.  

Г. Проекцією вектора AB  на вісь l


 називається вектор ABпр
l
 , який 
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дорівнює сумі векторів 


lAA  і 


lBB , де lA  і lB  – проекції відповідно початку 

A  і кінця B  вектора AB  на вісь l


.  

ТЗ 4.2. Чому дорівнює проекція суми  )( baпр
l

 ?  

А. bпрaпрbпрaпрbaпр
lllll
  2)( .   

Б. bпрaпрbaпр
lll
  )( .   

В. bпрaпрbaпр
lll
  )( .  

Г. bпрaaпрbbaпр
lll
  )( .  

ТЗ 4.3. Проекція bпрa


  вектора b


 на вектор a


 дорівнює  

А. ),(sin|| baabпрa






 .              Б. ),cos(|| baabпрa






 .  

В. ),cos(|| babbпрa






 .              Г. ),sin(|| babbпрa






 .  

ТЗ 4.4. Напрямні косинуси  cos,cos,cos  вектора a


 зв’язані 

співвідношенням  

А. 1coscoscos 222  .    

Б. 
2222 ||coscoscos a


 .  

В. 1coscoscos  .   

Г. 1|cos||cos||cos|  .  

ТЗ 4.5. В якому випадку 0aпр
l


 ?  

А. Вектор a


 паралельний до осі l


.     

Б. Вектор a


 утворює з віссю l


 кут 
30 .     

В. Вектор a


 утворює з віссю l


 кут 
45 .    

Г. Вектор a


 перпендикулярний до осі l


.  

ТЗ 4.6. Чому дорівнюють координати вектора AB , якщо відомі коор-

динати його початку ),,( AAA zyxA  і кінця ),,( BBB zyxB ?  
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А. );;( BABABA zzyyxxAB  .   

Б. );;( BABABA zzyyxxAB  .  

В. );;( ABABAB zzyyxxAB  .   

Г. );;( BABABA zzyyxxAB  .  

ТЗ 4.7. Як обчислюється модуль (довжина) вектора  

                             kajaiaa zyx


 ?  

А. zyx aaaa 


 .            Б. 
222

zyx aaaa 


 .  

В. 
222

zyx aaaa 


 .       Г. 
222

zyx aaaa 


 .  

ТЗ 4.8. Що називається добутком a  вектора a


 на скаляр  ?  

А. Добутком вектора a


 на число   називається вектор a , який має 

такі властивості:  1) | | | | | |a a   ;  2) якщо 0  , то 00


a ;  якщо 0  , 

то a a  ;  якщо 0  , то a a  .  

Б. Добутком вектора a


 на число   називається вектор a , який має 

такі властивості:  1) | | | |a a   ;  2) якщо 0  , то 00


a ;  якщо 0  , 

то a a  ;  якщо 0  , то a a  .  

В. Добутком вектора a


 на число   називається вектор a , який має 

такі властивості:  1) | | | | | |a a   ;  2) якщо 0  , то 00


a ;  якщо 0  , 

то a a  .  

Г. Добутком вектора a


 на число   називається вектор a , який має 

такі властивості:  1) | | | |a a   ;  2) якщо 0  , то 00


a ;  якщо 0  , 

то a a  .  

ТЗ 4.9. Довжина якого з векторів дорівнює 5a


?  

А. kjia


423  .                    Б. kjia


3223  .  

В. kjia


3222  .              Г. kjia


423  .  

ТЗ 4.10. Що називається скалярним добутком ba

  векторів a


 і b


?  
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А. Скалярним добутком векторів bіa


 називається число, яке 

дорівнює   ),(cos bababa
 

 .  

Б. Скалярним добутком векторів bіa


 називається число, яке дорівнює   

),(sin bababa
 

 .   

В. Скалярним добутком векторів bіa


 називається число, яке 

дорівнює   baba


 .  

Г. Скалярним добутком векторів bіa


 називається число, яке дорівнює   

),(cos bababa
 

 .  

ТЗ 4.11. Чому дорівнює скалярний добуток ba

  векторів  

              kajaiaa zyx


   і  kbjbibb zyx


 ?  

А. zzyyxx babababa 


.    Б. zzyyxx babababa 


.  

В. xzzyyx babababa 


.   Г. zzyyxx babababa 


.  

ТЗ 4.12. Чому дорівнює косинус кута ba
 

 ,  між двома векторами 

kajaiaa zyx


   і  kbjbibb zyx


 ?  

А. 
222222

),(cos

zyxzyx

zzyyxx

bbbaaa

bababa
ba






 
 .  

Б. 
222222

),(cos

zyxzyx

zzyyxx

bbbaaa

bababa
ba






 
 .  

В. 
222222

),(cos

zyxzyx

zzyyxx

bbbaaa

bababa
ba






 
 .   

Г. 
222222

),(cos

zyxzyx

zzyyxx

bbbaaa

bababa
ba






 
 .   



 57 

ТЗ 4.13. Для того, щоб ненульові вектори a


 і b


 були ортогональними 

(перпендикулярними) ba


 , необхідно і достатньо, щоб  

А. 0ba


.   Б. 0ba


.      В. 0ba


.   Г. 0ba


.  

ТЗ 4.14. Для того, щоб ненульові вектори  kajaiaa zyx


  і  

kbjbibb zyx


   були колінеарними (паралельними)  ba


|| , необхідно і 

достатньо, щоб  

А. 0 xzzyyx bababa .        Б. 0 zzyyxx bababa .  

В. 

z

z

y

y

x

x

b

a

b

a

b

a
 .                      Г. 

z

z

y

y

x

x

b

a

b

a

b

a
  .  

ТЗ 4.15. Які два вектори  a


 і b


 ортогональні (перпендикулярні)?  

А. 









kjib

kjia




32
 .                  Б. 









kjib

kjia




32
 .  

В. 









kjib

kjia




523
 .               Г. 









kjib

kjia




523
 .  

ТЗ 4.16. Які два вектори утворюють між собою гострий кут 

)0(cos  ?  

А. 









kjib

kjia




3

432
 .                Б. 









kjib

kjia




2

432
 .  

В. 









kjib

kjia




2

32
 .                   Г. 









kjib

kjia



432

 .  

ТЗ 4.17. Які два вектори утворюють між собою тупий кут )0(cos  ?  

А. 









kjib

kjia




53

2
 .                 Б. 









kjib

kjia




3

2
 . 

В. 









kjib

kjia




32

2
 .                  Г. 









kjib

kjia




532

2
 .  

ТЗ 4.18. Для яких двох векторів a


 і b


 кут   між ними дорівнює 
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3    213coscos  ?  

А. 









jib

kia




32

3
 .                 Б. 









jib

kja




36

3
 .   

В. 









kjb

kia




32

3
 .                   Г. 









kib

kja




36

3
 .  

ТЗ 4.19. Які два вектори колінеарні (паралельні)?  

А. 









kjib

kjia




864

432
 .             Б. 









kjib

kjia




864

432
 .  

В. 









kjib

kjia




864

432
 .           Г. 









kjib

kjia




864

432
 .  

ТЗ 4.20. Який з векторів утворює з віссю Ox  напрямний кут 
60  

 2160cos,cos  
aax ?  

А. kjia


42  .                Б. kjia


332  .  

В. kjia


23  .                 Г. kjia


322  .  

ТЗ 4.21. Який з векторів утворює з віссю Oy  напрямний кут 
45  

 2245cos,cos  
aay ?  

А. kjia


 2 .                     Б. kjia


 2 .  

В. kjia


22  .                   Г. kjia


2 .  

ТЗ 4.22. Який з векторів утворює з віссю Oz  напрямний кут 
30  

 2330cos,cos  
aaz ?  

А. kjia


32  .                   Б. kjia


32  .  

В. kjia


3
2

3

2

1
 .           Г. kjia


2

2

3

2

2
 .  

ТЗ 4.23. Що називається векторним добутком a b    вектора a


 на 

вектор b


?  
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А. Векторним добутком a b  
 називається вектор c


, який 

задовольняє умовам:   1) ),(sin babac
 

 ;   2) bcac


||, ;   3) якщо 

вектори cba


,,  відкласти від однієї точки, то з кінця вектора c


 

найкоротший поворот вектора a


 до суміщення з век-тором b


 видно 

здійснюваним проти ходу годинникової стрілки.  

Б. Векторним добутком a b  
 називається вектор c


, який 

задовольняє умовам:   1) ),(cos babac
 

 ;   2) bcac


 , ;   3) якщо 

вектори cba


,,  відкласти від однієї точки, то з кінця вектора c


 

найкоротший поворот вектора a


 до суміщення з век-тором b


 видно 

здійснюваним проти ходу годинникової стрілки.  

В. Векторним добутком a b  
 називається вектор c


, який 

задовольняє умовам:   1) ),(sin babac
 

 ;   2) bcac


 , ;   3) якщо 

вектори cba


,,  відкласти від однієї точки, то з кінця вектора c


 

найкоротший поворот вектора a


 до суміщення з вектором b


 видно 

здійснюваним проти ходу годинникової стрілки.  

Г. Векторним добутком a b    називається вектор c


, який 

задовольняє умовам:   1) ),(sin babac
 

 ;   2) bcac


 , ;   3) якщо 

вектори cba


,,  відкласти від однієї точки, то з кінця вектора c


 

найкоротший поворот вектора a


 до суміщення з вектором b


 видно 

здійснюваним за ходом годинникової стрілки.  

ТЗ 4.24. Векторний добуток a b    векторів a


 і b


 дорівнює нулю, 

якщо  

А. Вектори a


 і b


 перпендикулярні )( ba


 .    

Б. Вектори a


 і b


 колінеарні  ba


|| .    

В. Вектори a


 і b


 утворюють між собою кут 4, 


ba


.    
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Г. Вектори a


 і b


 утворюють між собою кут 6, 


ba


. 

ТЗ 4.25. Чому дорівнює векторний добуток a b  
 векторів  

              kajaiaa zyx


   і  kbjbibb zyx


 ?  

А. 
x y z

x y z

i j k

a b a a a

b b b

   
 .          Б. 

x y z

x y z

i j k

a b b b b

a a a

   
 .  

В. 
x y z

x y z

i j k

a b a a a

b b b

    
 .       Г. 

x x

y y

z z

i b a

a b j b a

k b a

   
 .   

ТЗ 4.26. Модуль (довжина) векторного добутку a b  
 дорівнює  

А. | || | sin( , )a b a b a b


    .       Б. 
| |

sin( , )
| |

a
a b a b

b



   
.  

В. | || | cos( , )a b a b a b


    .      Г. 
| |

sin( , )
| |

b
a b a b

a



   
.     

ТЗ 4.27. Як розташований векторний добуток a b c   
 у відношенні 

до векторів a


 і b


?  

А. ; ||a b c a c b    
.             Б. || ; ||a b c a c b   

.  

В. || ;a b c a c b    
.            Г. ;a b c a c b     

.  

ТЗ 4.28. Для якої пари векторів площа паралелограма, побудованого на 

них, як на сторонах, дорівнює 26S  кв. од.?  

А. 









kjib

kjia




32
 .                Б. 









kjib

kjia




32
 .  

В. 









kjib

kjia




32
 .                Г. 









kjib

kjia




32
 .  
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ТЗ 4.29. Для якої пари векторів векторний добуток a b  
 колінеарний 

(паралельний) до вектора kjic


628  ?  

А. 









kjib

kjia




32
 .                Б. 









kjib

kjia




32

3
 .  

В. 









kjib

kjia




322
 .              Г. 









kjib

kjia




32
 .  

ТЗ 4.30. Для якої пари векторів їх векторний добуток a b  
 дорівнює 

нулю?  

А. 









kjib

kjia




24

32
 .               Б. 









kjib

kjia




424

22
 .  

В. 









kjib

kjia




33

232
 .             Г. 









kjib

kjia




336

2
 .  

ТЗ 4.31. Для якої пари векторів їх векторний добуток a b  
 

ортогональний (перпендикулярний) до вектора kjic


 22 ?   

А. 









kjib

kjia




2

23
 .               Б. 









kjib

kjia




22

3
 .  

В. 









kjib

kjia




244

3
 .             Г. 









kjib

kjia




44

22
 .  

ТЗ 4.32. Чому дорівнює мішаний добуток a b c   трьох векторів  

kajaiaa zyx


 , kbjbibb zyx


  і kcjcicc zyx


 ?  

А. 

x y z

x y z

x y z

a a a

a b c b b b

c c c

   .         Б. 

x y z

x y z

x y z

a a a

a b c c c c

b b b

   .  
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В. 
x y z

x y z

i j k

a b c a a a

b b b

   .         Г. 
x y z

x y z

i j k

a b c b b b

c c c

   .  

ТЗ 4.33. В якому випадку мішаний добуток трьох векторів a b c   

дорівнює нулю?  

А. Вектори cba


,,  взаємно перпендикулярні.    

Б. Вектори cba


,,  лінійно незалежні.    

В. Вектори cba


,,  – компланарні (розташовані в одній площині або в 

паралельних площинах).    

Г. Вектор ba


  перпендикулярний до вектора c


.  

ТЗ 4.34. Для якої трійки векторів cba


,,  їх мішаний добуток a b c   

дорівнює нулю?  

А. 















kjic

kjib

kjia







23

232

3

 .              Б. 















kjic

kjib

kjia







23

232  .  

В. 















kjic

kjib

kjia







223

332  .              Г. 















kjic

kjib

kjia







322

23  .  

ТЗ 4.35. Яка трійка векторів , ,a b c  є правою?  

А. 















kjic

jib

ia







6

52

3

 .                   Б. 















kjic

jib

ia







2

52

3

 .  

В. 
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ТЗ 4.36. Яка трійка векторів cba


,,  є  лівою?  
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ТЗ 4.37. Яка трійка векторів cba


,,  є ребрами паралелепіпеда, об’єм 

якого дорівнює 2V  куб.од.?  
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ТЗ 4.38. Які три вектори cba


,,  утворюють базис у тривимірному 

просторі?  

А. Вектори cba


,,  утворюють у просторі базис, якщо вони лінійно 

залежні.    

Б. Вектори cba


,,  утворюють у просторі базис, якщо їх мішаний 

добуток 0a b c   .    

В. Вектори cba


,,  утворюють у просторі базис, якщо cba


|||| .  

Г. Вектори cba


,,  утворюють у просторі базис, якщо вони лінійно 

незалежні.    
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ТЗ 4.39. Яка трійка векторів cba


,,  лінійно незалежна?  
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ТЗ 4.40. Яка трійка векторів cba


,,  лінійно залежна?  
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ТЗ 4.41. Яка трійка векторів cba


,,  утворює базис у просторі?  
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