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                            Рівняння  та  нерівності 

1. Розв’яжіть рівняння: 04||4 22  xxxx . 

Відповідь: }2{]2;( x . 

Розв’язання. Оскільки 042 x , то розглянемо два випадки. 

Перший випадок. 042 x , звідки 2x  – розв’язки.  

Другий випадок. 042 x , звідки 2|| x . Тоді задане в умові рівняння можна 

переписати таким чином: 0|| xx . Звідси випливає, що розв’язком останнього рівняння є 

проміжок 0x . З урахуванням першого випадку та умови 2|| x  маємо наведену 

відповідь.  

 

2. Дійсні числа cba ,,  задовольняють рівність: 

cbacba 


1111
. 

Доведіть, що принаймні два з них рівні за модулем. 

Розв’язання. Перепише рівність таким чином:  

)( cbac
ba

ab
ab


  . 

Якщо ba  , то твердження доведене, бо |||| ba  . Інакше, скоротимо на 0ba  і 

будемо мати, що 

abcbcac  2
 або 0))((  accb , 

звідки й випливає, що або cb  , або ac  . Твердження доведене. 

3. Автобусні білети мають шестицифрові номери від 000000 до 999999. білет називається 

щасливим, якщо у нього сума перших трьох цифр дорівнює сумі останніх трьох. Назвемо 

білет суперщасливим, якщо він щасливий та серед цього цифр є чотири цифри 7, які йдуть 

поспіль (7777). Скільки усього існує суперщасливих номерів білетів серед усіх можливих? 

Відповідь: 18. 

Розв’язання. Розглянемо два випадки.  

1 випадок. Комбінація 7777 йде посередині. Тоді, щоб білет став щасливим треба, щоб перша 

та останні цифри співпадали. Тому таких номерів рівно 10.  



2 випадок. Цифри 7777 йдуть на початку числа. Така ж кількість чисел, коли ці цифри йдуть 

наприкінці числа. Тоді дві останні цифри у сумі повинні давати 14. Таких комбінацій усього: 

95, 86, 68 та 59. Тут не пишемо комбінацію 77, бо тоді 

маємо число 777777, яке вже враховане у першому 

випадку.  

Таким чином усього таких чисел  18810  . 

4. Для трикутника ABC  позначимо через KLM ,,  

середини його сторін. Всередині MKL  вибрана точка 

U . Точки CBA  ,,  – симетричні відповідно точкам 

CBA ,,  відносно точки U . Доведіть, що площа 

шестикутника CBACBA   удвічі більша за площу 

ABC . 

Розв’язання. Гомотетія ACBMKUHA
 )(2
 (рис. 9), 

тому MKUACB SS 4 . Аналогічно KLUABC SS 4 , LMUBAC SS 4 . Разом маємо: 

SSSSS MKLBACABCACB   4    SS BCABCA 2 . 

5. Чи існує таке натуральне число 2aN  , що його цифри можна переставити таким чином, 

що утвориться число 2bM  , для деякого b a . 

Відповідь: не існує. 

Розв’язання. Припустимо, що це не так і існують такі значення a b , для яких 2a
 та 2b

 

записані однаковими цифрами. Тому вони дають однакову остачу при діленні на 9. Тобто 

маємо, що  

2 2 2 (2 1) 9a b b a b    або 2 1 (mod 9)a b  . 

Але найменша степінь числа 2, яка має таку властивість – це 
62 , таким чином 6a b  , 

звідки 
62 2 10 2a b b   , тобто числа 2a

 та 2b
 мають різну кількість цифр. Одержана 

суперечність завершує доведення.  

6. Чи може x  бути кутом трикутника, якщо він задовольняє рівність: 

32
coscos xx  .Відповідь: не може. 

Розв’язання. Знайдемо можливі значення x  із заданого рівняння: 

0sinsin2coscos
1212

5
32

 xxxx . 

Тоді можливі варіанти: 

0sin
12
5 x  або nx 

12
5  і найменше натуральне значення, що задовольняє таку рівність є 

 
5

12x , що неможливо для кута трикутника. 

Рис. 9 
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0sin
12
x  або nx 

12
 і найменше натуральне значення, що задовольняє таку рівність є 

 12x , що також неможливо для кута трикутника. 

7. Чи існує таке натуральне число n , для яких обидва числа 
9

52 n
 та 

15

2n
 є цілими? 

Відповідь: такого натурального числа не існує. 

Розв’язання. Припустимо методом від супротивного, що таке n  існує, тоді позначимо 

одержані цілі числа як 
9

52  nm  та 
15

2 nk , тоді 592  mn  з першої рівності, та 

215  kn  з другої. Тоді 430592  kmn  або km 3019  , що суперечить 

подільності на 3 . 

8 З множини }19...;;12;11;10{  вибрали 5 різних чисел, з множини }99...;;92;91;90{  

також вибрали 5 різних чисел. Виявилось, що різниця жодних двох чисел з десяти вибраних 

не кратна 10. Знайдіть суму усіх 10 вибраних чисел. 

Відповідь: 545 . 

Розв’язання. Зумов задачі випливає, що в усіх обраних чисел різні останні цифри. Тому суму 

можна знайти, якщо окремо додати десятки та одиниці цих чисел. Серед десятків є п’ять по 

10  та ще п’ять по 90 , тому сума десятків дорівнює 500905105  . А серед одиниць 

маємо кожну цифра рівно один раз, тому їх сума дорівнює: 459...210  . Таким 

чином сума усіх десяти чисел дорівнює 545 . 

9 Для функції cbxaxxf  2)(  справджується умова abaca  22013 . Доведіть, що 

вона має два нулі. 

Розв’язання. З умови задачі очевидно, що 0a . Тепер умову задачі перепишемо таким 

чином:  

02013)(2  cbaaacaba  або 0)1()(  facbaa . 

Тепер, якщо 0a  , тобто гілки параболи направлені вгору, то ( 1) 0f    і парабола має 2 

нулі, аналогічно при 0a  . 

10 Діагоналі AC  та BD  опуклого чотирикутника ABCD  перпендикулярні та 

перетинаються в точці O . Кола 4321 ,,, SSSS  з центрами в точках 4321 ,,, OOOO  та 

радіусами 4321 ,,, rrrr  вписані у трикутники AOB , BOC , COD , DOA  відповідно. 

Доведіть твердження: 

а)   )(22)(2 4321 BDACrrrr  ; 

б)   )(12214433221 BDACOOOOOOOO  . 

 



Розв’язання. а) Використаємо відому формулу для радіуса вписаного кола для прямокутного 

трикутника з катетами ba,  та гіпотенузою c : )(
2
1 cbar   (рис. 10).  

 )()(2)(2 4321 DACDBCABODOCOBOArrrr  

 )()(2 DACDBCABBDAC  

 22222222)(2 OAODODOCOCOBOBOABDAC  

)()(2
2

1 OAODODOCOCOBOBOABDAC 

  )(22 BDAC . 

б) З теореми Піфагора маємо, що )(2)()( 2
2

2
1

2
21

2
21

2
21 rrrrrrOO      

      )(122...)(2...2... 21
2

2
2

121 BDACrrrrOO  , 

останній перехід використовує пункт а).  

11. Два автомобілі одночасно виїхали назустріч один одному з міст А та Б. Через який час 

після старту вони зустрілися, якщо перший автомобіль досяг міста Б через 9 годин після 

зустрічі, а другий досяг міста А через 4 години після зустрічі? 

Відповідь: 6  годин.  

Розв’язання. Позначимо їх швидкості 1v  та 2v . Тоді час зустрічі відбувся через 
21 vv

St


  

після старту. Тоді першому залишилось проїхати шлях 
21

1

vv

Sv
S


 . Тому він витратив такий 

час: 

9
211


vv
S

v
S

. Аналогічно 4
212


vv
S

v
S

. 

Рис. 10  
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Звідси )(9 2112 vvvSv   та )(4 2121 vvvSv  . Перемножимо ці рівності і одержимо, що 

2
212112

2 )(36 vvvvvvS  , звідки остаточно знаходимо, що 
2

21
2 )(36 vvS   та 

6
21


vv
St . 

12. Є таблиця, що має два рядки та 1007 стовпчиків. У перший ряд розставлені зліва направо 

у порядку зростання натуральні числа від 1 до 1007, а у другий ряд так само у порядку 

зростання натуральні числа від 1008 до 2014. Для якої кількості стовпчиків має місце 

властивість – число у другому рядку ділиться на число у першому рядку? 

Відповідь: 4 . 

Розв’язання. Позначимо число у першому рядку через k , тоді число під ним дорівнює 

k1007 . Питання задачі – для скількох k : 10071  k  число kk 1007 . Тоді 

lkk 1007  або 1007 kl )1(  . Зрозуміло, що це виконується тоді і тільки тоді, коли 

k  – дільник 1007 . Оскільки число 53191007   має рівно 4  дільники – 1007;53;19;1 . 

Тому для цих чотирьох стовпчиків це виконується. 

13. На нараду в міністерство для обговорення питань олімпіад запросили 30 Заслужених 

вчителів України з математики, фізики, хімії та біології. Серед запрошених фізиків та 

біологів разом виявилось удвічі менше ніж математиків, а фізиків та хіміків разом удвічі 

більше ніж біологів. Скільки на зустріч запросили математиків, якщо вчителів з кожного 

предмету була різна кількість? 

Відповідь: 18 . 

Розв’язання. Позначимо кількість вчителів математиків, фізиків, хіміків та біологів через 

bhfm ,,,  відповідно. Тоді маємо такі умови:  















.2

,

,30

2
1

bhf

mbf

bhfm

 

З другого та третього рівняння маємо: 

bfm 22   та fbh  2 . Якщо це 

підставити у перше рівняння, то матимемо, що 

3052  bf . Оскільки bhfm ,,,  – цілі 

невід’ємні числа, то зрозуміло, що b  повинно 

бути парним числом від 0  до 6 . Залишилося 

розглянути ці варіанти. 

0b    15f    30m    15h . 

2b    10f    24m    6h . 

4b    5f    18m    3h . 

Рис. 8 
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6b    0f    12m    12h . 

З умов задачі, очевидно, що шуканим є варіант, де 18m . 

14. AB  – найбільша сторона у трикутнику ABC . На цій стороні відмітили точки NM ,  

таким чином, що ACAM   та BCBN  . Позначимо через P  та R  середини відрізків 

MC  та NC  відповідно. Вписане коло ABC  дотикається його сторін BC  та AC  у точках 

D  та E  відповідно. Доведіть, що точки EDRP ,,,  лежать на одному колі. 

Розв’язання. Позначимо через I  – інцентр ABC . Оскільки AMC  рівнобедрений з 

вершиною в точці A , тому медіана AP  співпадає з бісектрисою та висотою, звідси API , 

аналогічно BRI . Крім того  90CRICPI  (рис. 8). Аналогічно 

 90CEICDI , тому усі чотири зазначені точки лежать на колі з діаметром CI . 

15. Нехай cba ,,  – сторони трикутника з периметром 1. Доведіть, що справджується 

нерівність: 

2

2222222 1 accbba . 

Розв’язання. Без обмеження загальності будемо вважати, що cba  . З нерівності 

трикутника маємо, що acba  1 , тому 
2
1a .  

2

222 2  aba , 
2

22 cbcb  , 
2

22 caca  . 

Далі просто  

2

2

2

2

22

222222 1 cc baaccbba , 

що й треба було довести. 

16. Знайдіть найменше ціле число x , що задовольняє нерівність: 
x

x 2014 . 

Відповідь: 44 .  

Розв’язання. Зрозуміло, що відповідь слід шукати серед від’ємних чисел. Тому вказана 

нерівність переписується для від’ємних чисел таким чином: 20142 x , звідки 

044  x .17. Доведіть, що ні при яких натуральних nm,  значення виразу 133  nm
 не 

є точним квадратом натурального числа. 

Розв’язання. Методом від супротивного, припустимо, що 
2133 knm   для деякого 

натурального k . Тоді k  – непарне, і розглянемо останню рівність у такому вигляді: 

)1)(1(33  kknm
. 



У правій частині добуток двох послідовних парних чисел, а тому вона кратна 8 . Для лівої 

частини по модулю 8  маємо: )8(mod3;13 l
, тоді ліва частина не кратна 8 . Одержана 

суперечність завершує доведення. 

 

18. У гострокутному трикутнику ABC  провели бісектрису CD . Описане коло ADC  

перетинає сторону BC  у точках C  та E . Пряма, що паралельна прямій AE  та проходить 

через точку B , перетинає пряму CD  у точці F . 

Доведіть, що AFB  – рівнобедрений. 

3. Розв’язання. Позначимо ACB , тоді 

2


 FCBACF . Оскільки EDCA ,,,  – 

циклічні, то 
2


 DCEDAE . Оскільки 

BFAE || , то 
2


 ABFDAE , тому точки 

FBCA ,,,  – циклічні (рис. 9), але тоді 

ABFFCBFAB 
2


, що й треба 

довести. ABF  – рівнобедрений з вершиною 

F .  

 

19 Знайдіть усі такі функції )(xf , що визначені 

на множині дійсних чисел, які для довільних 

дійсних yx,  задовольняють рівність: 

3)(3)()(  xfyxfxyf . 

Відповідь: 
2
3

2
1)(  xxf .  

Розв’язання. Якщо підставити 0x , то отримаємо, що 
2
3)0( f . Далі покладемо 0y  і 

будемо мати, що 3)(3)0()0(  xfxff , звідки 
2
3

2
1)(  xxf . Перевіркою 

переконуємось, що ця функція задовольняє умови. 

20. Є три купки камінців, у першій з них  a , у другій – b  і у третій – c  камінців, при цьому 

0 cba . Андрій та Олеся грають у таку гру. Той чий хід вибирає дві довільні купки і 

перекладає принаймні 1 камінець з меншої за кількості камінців купки до більшої (якщо у 

купках однакова кількість камінців, то можна перекладати з будь-якої). Перемагає той, після 

ходу якого залишиться дві порожні купки. Першим розпочинає Андрій. При яких початкових 

значення cba ,,  у цій грі перемагає Андрій, а при яких – Олеся, якщо кожен намагається 

виграти? 

Відповідь: при cb   перемагає Олеся, інакше – Андрій.  

Рис. 9 

C  

A  B  D  

F  

E  



Розв’язання. Розглянемо випадок cb  . При будь-якому ході Андрія, Олеся зможе 

повернути гру у аналогічну позицію, де розподіл камінців у порядку спадання по купках 

буде 0111  cba , при цьому bb 1 . Дійсно, своїм ходом Олеся однією к купок 

обов’язково обере купку, що містить bc   камінців. І при перекладанні камінців буде 

забирати камінці (тобто зменшувати їх кількість) саме з цієї купки. Нехай новий розподіл 

камінців після ходу Андрія стане 01  cba . Тоді Олеся вибирає для ходу найбільші 

дві купки і робить в них розподіл 0111  cba , що й треба було показати.  

Як бачимо кількість камінців у найменшій купці монотонно спадає, якщо після чергового 

ходу Андрія одна з купок стане порожньою, то наступним своїм ходом Олеся зробить другу 

купку порожньою і переможе у грі. 

Якщо на початку гри cb  , то перемагає Андрій. Він своїм ходом вибирає дві найбільші 

купки і  переводить гру у позицію 01  cca . Далі стратегія гри вже описана.  

21 При яких значеннях a  система рівнянь 










,

,22

azyx

zyx
 має єдиний розв’язок?  

Розв’язання.  

Обчислимо             5,0)5,0()5,0( 2222  yxyxyxzyx . 

Розв’язок буде єдиним у тому випадку, коли рівняння 

5,0)5,0()5,0( 22  ayx  

буде мати єдиний розв’язок, тобто 05,0 a , або 5,0a . 

Відповідь.  5,0a . 

22. У гострокутному трикутнику АВС ВАС = 60°, АВ >АС, О і Н –  центр описаного кола та 

ортоцентр відповідно трикутника. Пряма ОН перетинає сторони АВ і АС в точках Р і Q. 

Доведіть, що РО = НQ. 

 

Розв’язання: Оскільки трикутник гострокутний, то точки 0 i 

H лежать  всередині.   Позначимо точки, як на рисунку, де BE 

– висота, a NO – серединний перпендикуляр (див. рис.). 

Позначимо сторони та кути трикутника стандартним чином. 

Оскільки ЕВА = 30, то ЕА = 
2

с
, так само АN = 

2

с
, тому    

АN = ЕА. ВОА = 2, тому NОА = . Також АНЕ = 90 -    

- НАЕ = 90 - (90 - ВСА) = . Таким чином прямокутні 

трикутники ОNА і НЕА рівні. Тому АО = АН = R і  АОН 



рівнобедрений. Легко знайти, що ОАН = 2 - 120. Знайдемо, що АОН = АНО = 90 -     

- 
2

1
ОАН = 150 - . Тому NОР = 180 -  - (150 - ) = 30. Аналогічно ЕНQ = 30. Тому 

ОNР = НЕQ, тому РО = НQ, що й треба було довести. 

23 Доведіть, що 67403 12  nn  кратне 64 для довільного натурального числа n . 

Розв’язання.  Нехай 67403)( 12   nnS n . Доведення твердження здійснимо за індукцією. 

0671403)1( 3 S  – кратне 64. Нехай knS 64)(  . Тоді  

  )5)19(3(86440)19(3)()1( 12 nn knSnS  

)(648864 mkmk   

– кратне 64. 

24 Розв’яжіть систему рівнянь   



















.1

,3
111

.3

хуz

zух

zух

 



















;1

,3
111

.3

хуz

zух

zух

 




















;1

,3

.3

хуz

хyz

xyxzyz

zух

     














.1

,3

.3

хуz

xyxzyz

zух

    х, у, z за теоремою Вієта є 

коренями рівняння  0133 23  ttt . Тоді   01
3
t . 

Відповідь. (1; 1; 1). 

                                                     Многогранники 

25  Кут між висотою правильної трикутної піраміди і апофемою піраміди дорівнює  , а 

довжина бічного ребра дорівнює l.  Знайдіть об’єм піраміди. 

 

Розв'язання: ТАВС – правильна трикутна 

піраміда, ТО – висота, де О – центр правильного  

АВС (точка перетину медіан і висот трикутника). 

OD – проекція ТD. За теоремою про три 

перпендикуляри ТD – апофема піраміди. За 

умовою DТО = . Бічне ребро ТС = l. СО = = 
3

а
 

(СО – радіус описаного кола, а – сторона 

трикутника). ОD = 
32

а
 (властивість точки 

перетину медіан трикутника).  



ТО = Н = ОD ctg  = 
32

ctgа 
 (з ТОD). 

З  ТОС: 2
222

123
l

ctgaa



, звідки 2

2
2

123

1
l

ctg
a 

















, 2

2
2

12

4
l

ctg
a 













  
,  

24

12

ctg

l
a




 . 

Об’єм піраміди: 

   32

3

32

33
3

2

4

3

4

12

2424324

3

3

1

3

1









ctg

ctgl

ctg

lctg
a

ctgctgaa
HSV осн












 . 

Відповідь: 

 32

3

4

3





ctg

ctgl
V




 . 

26 У деякій країні будь-які два міста зв’язані між собою,  автобусом,  потягом або літаком. 

Відомо, що не існує міста, яке забезпечене усіма 3 видами транспорту, а також одночасно не 

існує таких 3 міст, будь – які два з яких пов’язані одним тим самим типом транспорту. 

Визначте, яка максимальна кількість міст у цій країні, якщо відомо, що кожен тип 

транспорту присутній у транспортній системі.   

Розв'язання: Якщо припустити, що може бути 5 міст, то з міста не виходять З лінії 

однакового транспорту. Якщо А з'єднаний з Б, В, Г, наприклад, літаком, то yсі ці три міста не 

можуть бути з'єднані літаком. Якщо Б i В - потягом, то В i Г не можуть бути з'єднані 

автобусом (суперечність з містом В), а тому yci три міста з'єднані потягом - знову 

суперечність. Тому з кожного міста виходить по 2 гілки двох типів транспорту. Тому хоч 

один тип транспорту обслуговує принаймні 3 міста. Якщо він обслуговує рівно 2 міста, то з 

кожного міста виходить рівно 1 лінія, суперечність. Якщо він обслуговує 3 міста, то вони 

повинні бути з’єднані одним видом - суперечність. Для чотирьох приклад легко будується. 

Відповідь. 4. 

                                 Тригонометрія 

27 Розв'яжіть рівняння: 

1}{][  xctgxctg . 

Тут через ][a  позначена ціла частина числа a , тобто найбільше ціле число, що не 

перевищує a , а через }{a  - дробова частина числа a , тобто ][}{ aaa  . 

 Відповідь. kx  
2
1 , Zk . 

Розв’язання. Перепишемо рівняння у вигляді: 

}sin{]sin[}cos{]cos[ xxxx  , 



Рис. 5 

при умові, що 0}sin{]sin[  xx . Перенесемо усе в один бік і одержимо, що 

0cos}){]cos([}sin{]sin[}cos{]cos[  xxxxxxx . 

Звідси знаходимо, що kx  
2
1 , Zk . 

Залишається переконатись, що  усі ці значення належать ОДЗ. Дійсно, жодне з цих значень 

не є цілим, оскільки вони усі ірраціональні, тому 0}{ x    )1;0(}{ x    0}sin{ x . 

Крім того, оскільки рівність 0sin y  виконується при ny  , Zn , то рівність нулю при 

цілих y  можлива лише при 0y . Помітимо, що при 0k  kx  
2
1 1  і 0][ x , а 

при 0k  1
2
1  kx   і 0][ x . Таким чином усі знайдені x  задовольняють 

рівняння. 

28. Всередині правильного 

трикутника ABC  вибрано точку 

M . Нехай точки 1M , 2M , 3M
 

симетричні їй відносно сторін BC , 

AC , AB  трикутника відповідно. 

Доведіть, що сума векторів 

321 MMMMMM   дорівнює 

сумі векторів MCMBMA  .  

Розв’язання. Проведемо через 

точку M  прямі, паралельні до 

сторін трикутника ABC . Нехай 

вони перетинають сторони AB , 

BC , AC  в точках 1C , 2C ; 1A , 

2A ; 1B , 2B  відповідно (рис. 5). 

Отже, ACAC ||21 , BABA ||21 , 

BCCB ||21 , а також прямі 21AC , 

21BA  та 21CB  перетинаються в 

точці M . Розглянемо 21MAA . 

Очевидно, що він правильний. Пряма MM1  містить його висоту, бо є перпендикулярною до 

BC . Тоді MM1  - це подвоєння його медіани, тому 121 MMMAMA  , аналогічно 

221 MMMBMB   та 321 MMMCMC  . З іншого боку 21ABMC  - паралелограм, 

тому 21 MBMCMA  . Аналогічно 12 MAMCMB   та 12 MBMAMC  . Звідси й 

маємо шукане: 

321 MMMMMM  =  21 MAMA  21 MBMB  21 MCMC MCMBMA  . 



 

29 Натуральні числа pa,  задовольняють умову: 12  ap . Знайдіть усі значення a , для 

яких число )1( 2

2
1 p  є квадратом цілого числа.  

Відповідь: 1a  та 3a . 

Розв’язання. При 1a  маємо, що 1p  і 1)1( 2

2
1 p  – задовольняє умову. 

При 2a  маємо, що 3p  і 5)1( 2

2
1 p  – умову не задовольняє. 

Нехай тепер 3a . Припустимо, що 
2
1

2

2
1 )1( pp  , тоді 12 2

1
2  pp . Підставимо 

значення p  з умови: 12122 2
1

12   paa
 або 122 2

1
12  paa

. Звідси 

)1)(1()12(2 11
1  ppaa

. Оскільки ліва частина рівності парна, то й права частина – 

парна. Тоді кожен з виразів у дужках є парним і  1 1( 1; 1) 2НСД p p   . Таким чином, 

можливі такі випадки. 

1) lp 211  , при цьому 12 1  akl . 

При 2k  121  ap  і 12 1  al , що суперечить рівності 12 1  akl . 

При 1k  12 1
1  ap  і 12 2  al  і 1212 12   aakl . Звідси 3a .  

2) kp 211  , lp a 1
1 21  , при цьому 12 1  akl . 

При 2l  121  ap  і 12 1  ak , звідки 2212 1  aa kl , звідки 1a .  

При 1l  12 1
1  ap  і 12 2  ak  і 1212 12   aakl  – суперечність. 

30. Заданий скінченний набір натуральних чисел naaa ...,,, 21 . За один хід дозволяється 

вибрати довільну пару чисел з тих, що залишились, менше з двох – вилучити, а більше – 

збільшити на 1. Яке найменше число можна одержати в кінці? 

Відповідь: найменше натуральне число t , для якого виконується нерівність 

naaa
Af 2...22)( 21  t2 .  

Розв’язання. Нехай задані числа задовольняють умови: naaa  ...21 . Визначимо для 

набора чисел }...,,,{ 21 naaaA   функцію naaa
Af 2...22)( 21  . Тоді при переході 

від набору }...,,,{ 21 naaaA   до набору A , якщо були обрані числа 
ji aa  , маємо, що: 

022222)()(
1




ijjij aaaaa
AfAf , 



тобто функція f  не спадає.  

Позначимо через t  найменше натуральне число, для якого з самого початку виконувалась 

нерівність 
tAf 2)(  .  

Доведемо, що якщо a  - останнє число, що залишилось, то ta  .  

Дійсно, якщо припустити супротивне, тобто що ta  , тобто 1 ta , то оскільки f  не 

спадає, маємо, що 
122)}({)(  taafAf , що суперечить вибору числа t .  

Покажемо, що якщо на кожному кроці вибирати пару найменших чисел, то наприкінці 

одержимо, що ta  . Дійсно, якщо ми прибираємо число 1a , а число 2a  замінюємо на 

12 a , то маємо, що  

12212 22222)()(
1 aaaaa

AfAf 


 або 12 22)()(
aa

AfAf  . 

За побудовою числа t  та вибором двох найменших чисел маємо, що 

tAf 2)(     21 222)(
ata

Af     
taa

Af 222)( 12     
tAf 2)(  . 

Таким чином ta  , звідки остаточно маємо, що ta   

31  Знайдіть усі пари дійсних чисел );( yx , які задовольняють рівність:  

][}{}{ yxyx  . 

Тут через ][a  позначена ціла частина числа a , тобто найбільше ціле число, що не 

перевищує ,a  а через }{a  - дробова частина числа a , тобто ][}{ aaa  . 

Відповідь. );( nn  , де Zn  та )1;( xx  , де Zx . 

Розв’язання. Зрозуміло, що з умов задачі випливає, що число }{}{ yx   - ціле, а оскільки 

1}{0  x , то можливі два варіанти: 0}{}{  yx  або 1}{}{  yx . Розглянемо їх.  

Варіант 1: 0}{}{  yx . Це означає, що 0}{}{  yx , а тому Zyx , . Але тоді 

0][  yxyx , звідси розв’язками є такі пари чисел: );( nn  , де Zn .  

Варіант 2: 1}{}{  yx . Звідси очевидно, що Zyx , , бо якщо одне з них, наприклад, x  

ціле, то 0}{ x , звідси 1}{ y , що неможливо. Нехай тепер 

Zx , тоді  

1][][}{][}{][  yxyyxxyx , 

тобто yx   - ціле число. Тоді 1][  yxyx . Тобто у цьому 

випадку шуканими розв’язками є пари чисел )1;( xx  , де Zx .  

Рис. 6 



 

32  Є білий квадрат 88 . За один хід Дмитро може вибрати повністю білий квадратик 22  

та зафарбувати у чорний колір будь-які дві клітини цього квадратика, що розташовані по 

діагоналі. Яку максимальну кількість клітин за такими правилами Дмитро зможе 

зафарбувати? 

Відповідь: 42 . 

Розв’язання. Спочатку покажемо, як досягти потрібної кількості зафарбувань. У кожному 

квадратику 44  проведемо фарбування у такій послідовності. Спочатку вибираємо усі 

чотири квадрати 22 , на які розбивається квадрат 44 , і фарбуємо там діагоналі, як це 

показане на рис. 6 (чорні квадратики). Після цього всередині утворюється повністю білий 

квадрат 22 , у якому ми фарбуємо будь-яку з діагоналей (сірі квадратики). По завершенню 

фарбування усіх чотирьох квадратів 44  у самому центрі великого квадрату 88  

утворився повністю білий квадратик 22 , у якому ми фарбуємо ще 

дві клітини (світло сірі). Разом маємо, що зафарбованими стали: 

422410   квадратиків 11  

Тепер покажемо, що більшу кількість зафарбувати не можна. Поряд 

із заданим квадратом 88  (назвемо його «заданим») розглянемо 

квадрат 77 , утворений їх центрами (назвемо його 

«центральним»). Фарбування діагоналі квадрату 22  у заданому 

квадраті відповідає проведенню відповідної діагоналі у квадраті 

11  центрального квадрату (рис. 7).  

Тепер неважко побачити, що у двох сусідніх по стороні квадратах 11  центрального 

квадрату діагональ провести не можна. Розглянемо прямокутник 43  центрального 

квадрату, і покажемо, що в ньому не можна провести діагоналі рівно в половині квадратів. 

Якщо це так, то діагоналі будуть проведені у шести квадратиках 11 . Виберемо чотири 

квадрати DCBA ,,, , у яких проведені діагоналі і серед них немає кутових (рис. 8). 

Покажемо, що в усіх них одночасно діагональ провести неможливо. Нехай, наприклад, 

першою було проведена діагональ (тобто пофарбовані дві діагональні клітинки у заданому 

квадраті) у квадраті A , наприклад, у тому напрямі, як це показане на рис. 8. Тоді у квадраті 

C  провести діагональ неможливо. Таким чином, у прямокутнику 43  можна провести 

максимум 5 діагоналей. Тепер розіб’ємо весь центральний квадрат 77  на чотири 

прямокутники 43  та квадратик 11 , як це показане на рис. 9. Тоді максимум можна 

провести 21145   діагональ, що відповідає зафарбуванню як раз 42  клітин. 

 

33. В опуклому чотирикутнику ABCD  з кутами ABC  та BCD  рівними 120 , O  - точка 

перетину діагоналей, M  - середина сторони BC , K  - точка перетину відрізків MO  та AD . 

Відомо, що  60BKC . Доведіть, що  60CKDBKA . 

Рис. 9 



 

Розв’язання. Нехай прямі AB  та CD  

перетинаються в точці E . За умовою 

 60BKC . Доведемо, що BCBK
2
1 . 

Справді, один з кутів KBC  чи не менше 

60 . Не обмежуючи загальності, 

припустимо, що це KBC (рис. 10)Тоді у 

BMK  

BKMBKCKBM  60 . Звідси 

BMMK  , отже на відрізку BK  

знайдеться така точка O , що 

22 MCBMOMMK  . Тоді описані  

            Рис. 10 

кола KOB   та KOC   дотикаються до BC . Отже, BCOBKM  , 

CBOCKM  . Тоді  

 12060180180180 MKCBKMCBOBCOCOB  

Тоді точка O  належить описаному колу EBC . Нехай пряма OB   перетинає CE  у D , а 

OC   перетинає BE  у точці A . З вписаності чотирикутника OBEC   маємо, що (рис. 1) 

COEEBCBCEEOB  60 . 

Розглянемо трикутники EBO  та DEB  . У них дві пари кутів рівні. Отже в третій парі 

кути рівні, тобто BDEOBE  . Тоді BDEOCKOBCOBE  . Звідси 

точка D  належить описаному колу трикутника COK  . Аналогічно, точка A  належить 

описаному колу трикутника OBK  . Тоді DCKDOCBOAKBA  60 . 

Це означає, що точки A , K  та 'D  лежать на одній прямій.  

Точка O  лежить десь на відрізку MK . Якщо ця точка всередині відрізка OM  , то точка A  

лежить всередині відрізка BA , а D  - всередині DC  . Тоді точка K  лежить строго за 

межами трикутника EAD , але за умовою точка K  належить відрізку AD  і маємо 

суперечність. Аналогічно, якщо точка O  розташована поза OM  , то точки DA,  лежать 

поза відрізками AE   та DE  , тобто точка K  лежить строго всередині трикутника EAD , 

знову маємо суперечність. Це означає, що OO  . Тоді AA   та DD  . А вже було 

доведено вище, що  60DCKKBA , що і треба було довести, оскільки AA   та 

DD  . 

34. Для якого найбільшого натурального n  існує набір з n  натуральних чисел, який має 

таку властивість: серед чисел набору рівно одне число ділиться на n , рівно два числа 

діляться на 1n , і так далі, рівно 1n  число з цього набору ділиться на 2 і усі n  чисел 

діляться на 1?Відповідь: 5n . 



Розв’язання. Спочатку наведемо шуканий приклад для 5n . Наприклад, умову 

задовольняють такі числа: 1;2;6;12;60 . 

Припустимо такий набір існує при 6n . 

Тоді 1n  число ділиться на 2 , 2n  

числа діляться на 3 . Тобто максимум одне 

число не ділиться на 2   і максимум два не 

діляться на 3 , тому максимум три числа не 

діляться на 6 , тому мінімум 3n  числа 

кратні 6 , але за умовою їх повинно бути 

рівно 5n . Одержана суперечність 

завершує доведення. 

 

35. Коло   описане навколо гострокутного 

трикутника ABC , AD  та AL  – його 

висота та бісектриса відповідно. Позначимо 

через W , T , A  другі точки перетину з 

колом   прямих AL , WD , TL  відповідно. 

Доведіть, що AA   – діаметр кола  . 

 

Розв’язання. Якщо ACAB , то твердження очевидне. Інакше, спочатку покажемо, що 

TDBTAL   (рис. 5). Дійсно, 

WTTAL 
2
1

, TWWBTBWCTBTDB 
2
1

2
1

2
1 )()(  

оскільки AL  – бісектриса, тому WACBAW  , звідки WBWC  . З доведеної 

рівності  180TDLTAL , тому точки LDTA ,,,  лежать на одному колі. Тоді 

 90LDALTATAA , звідки й випливає потрібне твердження.  

 

36. Чи існує геометрична прогресія натуральних чисел 201410 ,...,, bbb  із знаменником 

відмінним від 10 , яка задовольняє таку умову: число 1ib  має у своєму десятковому записі 

рівно на одну цифру більше, ніж число ib  для усіх i  від 0 до 2013? 

 

 

Відповідь. існує. 

Розв’язання. Розв’яжемо задачу для довільного скінченого натурального n  і прогресії 

0 1, ,..., nb b b .  

Рис. 5 
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Виберемо 
knb 100  , де натуральний параметр k  визначимо пізніше, та 

k

k

q
10

110 1

 . Тоді  

i
i qbb 0

ikkikn

ki

ikkn

)110(10
10

)110(10 1
1




 


, 0 i n  . 

Для того, щоб виконувались умови задачі, достатньо, щоб ni ,0  виконувалась умова: 

11 10)110(1010   iknikkikn
i

ikn b . 

Спочатку покажемо, що ліва нерівність справджується Nk , дійсно 

i
ikkiknikikiknikn b  )110(10101010 1

. 

Тепер знайдемо за яких умов може справджуватись права нерівність. 

11 10)110(10   iknikkikn
ib    

11 10)110(   ikiik
   1010)110( )1(1   ikik

  

    10
1

1

10

110 


 
i

k

k

     101
110

1 


i

k
. 

Якщо вибрати k , що задовольняє умову 
110  ki , то будемо мати таку нерівність: 

    1011
1

11

10

10

1

10

1 




k

kk

i
. 

Для її доведення, якщо не використовувати властивості послідовності  n
n
11 , можна 

провести такі міркування при 
110  km :  

   m
mmmmmmmm

m

m
CCCC

m

13121111 ...11
32

 

           

!
1121

!3
1211 1...11...11

!2

1
111

mm

m
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103...2...2
12 2

1

2

1
2
1

!
1

!3
1

!2
1 

mm
. 

Таким чином, щоб ця нерівність справджувалась ni ,0 , треба щоб виконувалась 

нерівність 
110  kn . Це є достатньою умовою для вибору потрібного значення k . 

Тепер повернемось до початкової задачі, у якій 2014n . Достатньо обрати 3k . 

Оскільки 
410100002014  , то для прогресії з нульовим членом 

604220143
0 1010  b  та 

знаменником 
1000
10001q  виконуються потрібні умови.  

 



Альтернативне розв’язання. Нехай, як і раніше, q  – знаменник прогресії. Нехай для 

деякого натурального k  виконується умова: 
kb 100  . Для існування шуканої прогресії 

достатньо існування такого q , щоб виконувались умови:  

1
0 1010   ikiik qb , Nqb i 0 , 0, 2014i  .   (1) 

Тоді, з урахуванням значення 0b , першу умову можна записати таким чином: 

11010  iii q  або i

i

q

1

1010



 , 0, 2014i  .   (2) 

Підберемо q  таким, що задовольняє умову 
2015

201410 10q  . Тоді автоматично виконуються 

умови (2), оскільки 
2015 1

201410 10
i

iq


     2015 1
2014

i
i
 , а остання нерівність для натуральних i  

просто перевіряється. Для цього достатньо знаменник прогресії q  шукати у такому вигляді: 

1101010...00,10  p

p

q  . 

Зрозуміло, що таке p  існує, бо 
2015

201410 10 , а 1010...00,10  
p

q  при p , тому 

знайдеться шукане значення p . 

Тепер залишається досягти умови 

натуральності членів прогресії, тобто Nqb i 0 , 

тут достатньо вибрати 
2014 ( 1)

0 10 pb   . 

Твердження доведене. 

 

37. Нехай є зв’язний граф з вершинами nAAA ,...,, 21 . Позначимо jid ,  – найменшу кількість 

ребер, які необхідно пройти, щоб дістатися з вершини iA  у вершину jA . Знайдіть найбільше 

можливе значення суми: 



nji

jidD
1

, . 

 

Відповідь. )1( 2

6
1 nn . 

Розв’язання. Розглянемо такий граф, що має максимальне значення D  (або один з таких 

графів). Якщо в цьому графі є цикл, то вилучимо з нього ребро, граф залишиться зв’язним, а 

величина D  принаймні не зменшується. Продовжуючи таким чином, одержимо зв’язний 

граф без циклів, тобто дерево.  Відомо, що в такому графі знайдеться хоча б дві висячі 

вершини (тобто вершини степінь яких дорівнює 1). 

nA  1nA  nA  

1nA  
Рис.6 



Позначимо дві висячі вершини nA  та 1nA . Нехай  






2

1
,

n

j
jnd 






2

1
,1

n

j
jnd . 

Позначимо 1,  nndd . Перемалюємо граф таким чином, як показано на рис. 6. Обчислимо, 

як зміниться при цьому значення D .  

)1()(12 dndn   . 

Оскільки   , тo dn  )1( . І якщо тепер 1 nd , то ми можемо  збільшити D . 

Але нескінченно довго ми не можемо збільшувати D , то ми прийдемо до випадку 

1 nd , але тоді граф – ланцюг рис. 7. Тому 



nji

jiD
1

||  і це значення досягається на 

ланцюгу. Залишається його обчислити: 





nji

jiD
1

|| ))1(...21(...)21(1  n
6

)1( 2


nn
. 

 

 

38. Знайдіть усі значення параметру a , при яких нерівність  

22 22 xxxaax   

має єдиний розв’язок у дійсних числах. 

(Рубльов Богдан) 

 

Відповідь: }1,0{a . 

Розв’язання. Якщо позначити три вирази  

axA  , 
2xaB   та 

222 xxC  , 

то з умов задачі маємо такі дві умови:  

CBA   та CBA  22 . 

Після піднесення до квадрату нерівності одержимо, що  

BACBABA 222     BAAB 2 . 

Остання нерівність виконується при усіх можливих значеннях BA, . Таким чином 

розв'язком нерівності є її ОДЗ. Воно задається такими трьома нерівностями:  

... 

Рис. 7 



ax  , 
2xa   та 

2xx  . 

Зрозуміло, що 0a , крім того справджується умова: a a    ]1;0[a . За таких 

значень параметра a  розв’язком нерівності є множина axa  , таким чином єдиний 

розв’язок цієї нерівності буде за умови a a , тобто }1,0{a . 

 

 

39. Для яких натуральних 3n   існує набір прямокутників 1 2, , ..., nQ Q Q , які мають таку 

властивість: будь-який з цих прямокутників можна покрити усіма іншими 1n  -м 

прямокутником з цього набору, але не можна покрити ніякими 2n  -ма іншими 

прямокутниками з цього набору? (Прямокутники можна розташовувати в будь-якому з двох 

положень, при яких їх сторони є паралельними двом заданим перпендикулярним прямим). 

 

Відповідь: Для довільного n . 

Розв’язання. Нехай прямокутники мають розміри ii ba  , ni ,1 . Для виконання умови 

необхідно, щоб сторони прямокутників задовольняли нерівностям: 

1121 ...... bbbaaa nnn   . 

Покажемо далі, що достатньо щоб вони задовольняли такі умови:  

nn bbbbbbb   ...... 321132 , (1) 

143243 ...... abbbbbbb nn  ,  (2) 

21543254 ...... aabbbbabbb nn  , 

321 aaa  , 

32154325 ...... aaabbbaabb nn  , 

4321 aaaa  , 

......................... 

1212113221 ............   knkkkknkk aaabbbbaaabbb ,

 (3) 

kk aaaa  121 ... ,  (4) 

......................... 

2211232 ......   nnnnn aaabbaaab  



1221 ...   nn aaaa  

nnn aaaaa   1221 ... .  (5) 

Пара нерівностей (3), (4) гарантує, що прямокутник kk ba   не вдасться покрити менш ніж 

1n -м прямокутником, а 1n -м – вдасться. Пояснимо, чому це так. Будемо говорити, що 

прямокутник розташовано горизонтально, якщо його горизонтальна сторона не коротша за 

вертикальну, й вертикально у протилежному випадку. Будемо вважати, що прямокутник 

kk ba   розташовано горизонтально. Тоді прямокутниками, що залишилися його можна 

покрити наступним чином (рис. 8). З іншого боку, меншої кількості прямокутників не 

вистачить. Дійсно, якщо якісь з прямокутників 11 ba  , …, 11   kk ba  розташовувати не 

вертикально, а горизонтально, то довжин їх вертикальних сторін не вистачить, щоб покрити 

вертикальну сторону прямокутника kk ba  , оскільки справджується нерівність (4), а тоді 

всередині нього непокритою все одно залишиться деяка смужка довжиною kb , яку іншими 

прямокутниками покрити не вдасться. А тоді, максимальна сума горизонтальних сторін буде 

як раз  

13221 ......   knkk aaabbb , 

що за умовою (3) менше ніж kb .  

Набір прямокутників, що задовольняє нашим нерівностям, можна побудувати наступним 

чином. Спочатку послідовно обираємо naaa ...,,, 21  так, щоб виконувались нерівності (4) 

при усіх 1.2  nk  й na  з умови (5). Далі виберемо nn ab  , після чого послідовно будемо 

обирати числа 321 ...,,, bbb nn   так, щоб вони задовольняли нерівностям (3) при 

1,3  nk , а далі число 2b , що задовольняє умову (2) та число 1b  з нерівності (1). 

 

Рис.8 
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2b  
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40. Чи для довільної скінченної підмножини A  натуральних чисел існує просте число p  

таке, що для кожного числа a , що належить A , знайдеться натуральне число x  таке, що 

pax 2
, але x  не ділиться націло на p ? 

(Ківва Богдан). 

 

Відповідь. так, для довільної.  

Розв’язання. Покажемо, що для довільної скінченної підмножини існує потрібне p . Нехай 

T  – множина всіх тих простих чисел, які є дільниками хоча б одного числа з A . Так, як 

множина A  – скінченна, то T  – теж скінченна. За теоремою Діріхле існує просте число 

вигляду 14 












 
Tq

qkp . Покажемо, що це просте число нам підходить.  

З визначення p  випливає, що для довільного q T символ Лежандра        11 
qq

p

p

q
. 

p  дає остачу 1  по модулю 4 , тому перша частина рівності слідує з квадратичного закону 

взаємності Гауса, а друга з того, що p  дає остачу 1  по модулю q . Отже, кожне просте 

число з множини T  є квадратичним лишком по модулю p . Але ж кожен елемент з A  є 

добутком якихось елементів з T , тому сам  є квадратичним лишком, а це і вимагалося від 

p . 

 

41. Знайдiть усi значення параметра α, при яких коренi x1, x2 рiвняння x2 – 5αx – α = 0 

задовольняють нерiвність 5αx1+  ≥ 0.   

Відповідь: α  

Розв»язання. Зрозуміло, що D=25 α2 + 4 α ≥ 0, отже,  α  Оскільки х2 – 

корінь рівняння, то  = 5αх2 + α. Тоді 5 αх1 +  – α = 5 αх1 + 5 αх2 = 25 α2 ≥ 0. 

42. Вершини одиничного квадрата розташованi в точках (0; 0), (0; 1), (1; 0), (1; 1). Вiд 

квадрата починають вiдрiзати прямокутники в такiй послiдовностi: вертикальною прямою 

справа (вiдкидається права частина), горизонтальною прямою знизу, вертикальною прямою 

злiва, горизонтальною прямою зверху, вертикальною прямою справа, горизонтальною 

прямою знизу i так далi. При цьому площi прямокутникiв, що вiдрiзаються, становлять 

 вiд площi обрiзаного на той момент квадрата. Знайдiть координати 

точки, яка нiколи не буде вiдрiзаною. 

Відповідь:  

Розв»язання. Нехай шукана точка має координати (х0;у0). Припустимо, що після деякого 

відрізання зверху горизонтальною прямою залишився прямокутник розмірами  α × b (α – 



розмір прямокутника по горизонталі). Тоді після відрізань справа, знизу, зліва та зверху 

дістанемо прямокутники розмірами:  

Таким чином, справа будуть відрізані прямокутники розмірами: 

 

Аналогічно підраховуючи розміри прямокутників, які відрізають знизу, дістанемо 

 

4 3. Нехай α, β, γ — дiйснi числа, сума яких дорiвнює π. Доведiть, що  

sin 2α + sin 2β + sin 2γ ≤  sin α + sin β + sin γ. 

Розв»язання . Розглянемо трикутник ABC з  кутами α, β, γ; О - центр описаного кола. Тоді  

 

З іншого боку,  

 

Залишилося лише врахувати відому нерівність 2r ≤ R. 

 44. Нехай ABCD — опуклий чотирикутник.  

Бiсектриса кута ACD перетинає BD в точцi E. Вiдомо, що ∠ CAD = ∠ BCE = 90 . Доведiть, 

що AC — бiсектриса кута BAE.  

Розв»язання . З умови маємо, що СВ – зовнішня бісектриса кута ACD. Позначимо через О 

точку перетину діагоналей АС та ВD. Тоді 

 

 45. У хокейному круговому турнiрi (кожен учасник грає з кожним один раз) брали участь 2 

українськi, 3 бiлоруськi та декiлька росiйських команд. Вiдомо, що всi крани набрали 

однакову кiлькiсть очок, крiм цього, усi бiлоруськi команди набрали однакову кiлькiсть очок, 

а всi росiйськi  команди — рiзну кiлькiсть очок, що утворюють арифметичну прогресiю з 

рiзницею 1. Скiльки в цьому турнiрi було росiйських команд i скiльки очок набрала кожна 

росiйська команда? Якi мiсця в турнiрi могли посісти українськi команди? Нагадаємо, що в 

хокеї присуджують 2 очки переможцю та 0 очок переможеному, за нiчию кожна команда 

отримує по одному очку. 

Відповідь: у турнірі брали участь 5 російських команд, які набрали 4,5,6,7 та 8 очок. 

Українські команди посіли перше та друге місця. 



Розв»язання . Нехай кожна білоруська команда набрала m очок, найгірша російська команда 

k очок і всього в турнірі брали участь s російських команд. Тоді кожна країна брала 

 

 Перебираючи ці варіанти, дістаємо, що умови m, k  N задовольняє лише випадок . 

Тоді m=10, k=4. Тому українські команди в сумі набрали 30 очок. Оскільки в турнірі брали 

участь  команд і переможець може набрати щонайбільше 18 очок, то друга 

українська команда в найгіршому випаду матиме не менше 12 очок і все одно посяде друге 

місце. 

46. Родина з трьох осiб (батько, мати та їхній бешкетник син) копають город. Батько й мати 

разом перекопують його на 4 год швидше, нiж батько із сином. Коли б за вiдсутностi батька 

копати довелося лише матерi, у той час як їх син, бешкетуючи, затоптував уже перекопане (з 

тією самою швидкiстю, з якою вiн мiг би копати), то весь город був би перекопаний на  год 

пiзнiше, нiж батько i мати разом перекопали б город удвiчi бiльшої площi. За скiльки годин 

батько i мати перекопують город?  

Відповідь: 7 год. 

Розв»язання. Нехай батько за 1 год перекопує всієї площі городу, мати - . 

Тоді весь город батько і мати перекопають 

бешкетником сином за   Звідси 

маємо 

 

Шукану величину  позначимо через х. Тоді , і систему перепишемо у 

вигляді 

 

Звідси бачимо, що варто ввести заміну у= . 

 



Виражаючи з другого рівняння системи змінну у і підставляючи її в перше рівняння, 

дістаємо, що (х+4)  Звідси х1=7, х2= -3. Корінь х2= -3 не задовольняє умову 

х>0.  

47.  Нехай ABCD — опуклий чотирикутник.  

Бiсектриса кута ACD перетинає BD в точцi E. Вiдомо, що ∠ CAD = ∠ BCE = 90 . Доведiть, 

що AC — бiсектриса кута BAE. 

Розв»язання . З умови маємо, що СВ – зовнішня бісектриса кута ACD. Позначимо через О 

точку перетину діагоналей АС та ВD. Тоді 

 

48. Нехай x1, x2, x3, x4 — вiдстанi вiд довiльної точки всерединi тетраедра до площин його 

граней, а h1, h2, h3, h4 — вiдповiднi висоти тетраедра. Доведiть, що 

 .  

Розв»язання. Неважко встановити, що  

 

Дійсно, ця рівність рівносильна такій: 

 

де S1, S2, S3, S4 – площі відповідних граней тетраедра. 

Або        

Де  об»єм тетраедра, а  - об»єми тетраедрів з основою Si та вершиною Х. 

Зважаючи на рівність (2) та нерівність Коші-Буняковського 

 

дістаємо  

 

 

 



49  Нехай A — найменше число виду | 5x – 56y |, де x, y — натуральнi числа. 

 а) Доведiть, що 9 ≤ A ≤ 20; 

 б) знайдiть точне значення A.  

Розв»язання.  Зауважимо, що  Доведемо, що це і є 

найменше значення. Останні цифри чисел 5х та 56у дорівнюють відповідно 5 та 6, тому 

остання цифра числа  може дорівнювати або 1, або 9. Доведемо, що рівності 56у - 5х 

=1 і 5х - 56у=9 неможливі. 

Якщо 56у - 5х =1, то 56у - 5х 0-1 3. 

Якщо 5х - 56у=9 , то 0 5х - 56у (-1)х-(-1)у. 

Тому числа х, у мають однакову парність. У випадку, коли х, у – парні числа, маємо 

 

Якщо х,у – непарні числа, то 1 9=5х-56у 5. 

 50. Дано прямокутну клiтчасту дошку. Деякi її клiтинки зафарбованi. Граничним будемо 

називати прямокутник, сторони якого проходять по лiнiях дошки й при цьому за- 

довольняються такі умови: 

 1) він не мiстить зафарбованих клiтинок;  

 2) не iснує iншого прямокутника на дошцi, який мiстив би даний і не мiстив зафарбованих 

клiтинок (інакше ка- жучи, кожна сторона граничного прямокутника або на- лежить границi 

дошки, або має спiльну межу з деякою зафарбованою клiтинкою). 

 Доведiть, що граничних прямокутникiв не бiльше, нiж незафарбованих клiтинок.  

Розв»язання. Якщо на дошці немає незафарбованих клітинок, то немає і граничних 

прямокутників. Нехай не зафарбовані клітинки існують. Доведемо, що існує клітинка, яка 

належить лише одному граничному прямокутнику. Розглянемо найнижчу не зафарбовану 

клітинку (назвемо її  К). На горизонті, де лежить клітинка К, найлівішу не зафарбовану 

клітинку (назвемо її L), таку, що між нею і клітинкою К немає зафарбованих клітинок. Також 

розглянемо тут най правішу не зафарбовану клітинку, таку, що між нею та клітинкою К 

немає зафарбованих клітинок (назвемо її Р). Блок клітинок між L та Р (включаючи самі L та 

Р) назвемо В. Розглянемо прямокутник з основою  В найбільшої висоти, що не містить 

зафарбованих клітинок (назвемо його R, а його верхню горизонталь – В).Зрозумыло, що 

прямокутник R буде граничним. Розглянемо в блоці В клітинку, яка має спільну верхню 

межу із зафарбованою клітинкою або межею дошки (назвемо її V). Також розглянемо 

клітинку V  блока R, що розташований у тій самій вертикалі, що і клітинку V. Неважко 

довести, що клітинка V лежить в одному граничному прямокутнику R. Тому якщо клітинку 

V зафарбувати, то перестане існувати лише один граничний прямокутник( і можуть 

з»явитись нові). Зафарбовуючи навединим чином по одній клітинці дошки, ми доводимо 

твердження задачі. 

 

 



51. Скільки існує трицифрових натуральних чисел, які не мають нульових цифр у своєму 

записі та задовольняють умову: при будь-якій перестановці цифр цього числа воно 

залишається таким, що не ділиться на 4? 

(Рубльов Богдан) 

 

Відповідь: 283 . 

Розв’язання. Розглянемо кількість непарних цифр цього числа.  

Нехай усі три цифри непарні, тоді усі такі числа умову задовольняють. Таких чисел 

12553  . 

Нехай у числі одна парна цифра та дві непарні. Тоді парна цифра не може бути 2  чи 6 , бо 

число 2ab  чи 6ab  ділиться на 4  при непарному числі b . Дійсно, 12  cb , тому  

412202)12(102  ccb . 

Аналогічно для числа 6b . 

Таким чином парною може бути цифра 4  або 8  і кожне таке число умову задовольняє, бо  

414204)12(104  ccb . 

Аналогічно для числа 8b .  

Таких чисел усього 1502553  .  

Нехай у числі одна непарна цифра та дві парні. Тоді парна цифра не може бути 2  чи 6 , що 

випливає з попереднього пункту. Але тоді парні цифри повинні бути 4  або 8 , і ці дві цифри 

наприкінці числа дають число, що кратне 4 . Тому таких чисел для цього випадку не існує.  

Якщо усі три цифри парні, то серед них не може бути цифр 4  або 8 , бо тоді число 4b  та 

8b  при парній цифрі b  кратне 4 . Тому цифри можуть бути 2  чи 6 , і кожне таке число 

умову задовольняє. Таких чисел 823  . 

Загалом маємо 2838150125  . 

 

52. Знайдіть найменше дійсне значення параметра C , при якому нерівність   

Cbababa  22 coscos2coscos3coscos  

виконується при всіх 
2

0  ba . 

 



 

Відповідь: 2C . 

Розв’язання. При 0 ba  одержимо нерівність C 35 , звідки  2C .  

Доведемо, що 2C  – шукане мінімальне значення.  

Для цього треба довести нерівність  

2coscos2coscos3coscos 22  bababa    (1) 

Зробимо заміну ax cos  та by cos , тоді 10  xy . Нерівність (1) зводиться до 

такої нерівності: довести, що якщо 10  xy , то справджується нерівність:  

223  yxxyyx . 

Останню нерівність можна перепишемо таким чином:  

  0)()2()2(  yxxxyyxyx . 

Усі  три дужки невід’ємні. Перша дужка невід’ємна, оскільки 1x  та 1y , друга – з  

нерівності між середніми, третя – за умовою. Нерівність  доведено. 

 

53. Назвемо натуральне число солідарним, якщо воно є взаємно простим із сумою усіх своїх 

натуральних дільників. 

а) Яка найбільша кількість солідарних чисел може йти поспіль? 

б) Яка найбільша кількість солідарних чисел може йти поспіль, якщо число 1 солідарним не 

вважати? 

 

Відповідь: а) та б) – 5 чисел. 

Розв’язання. Спочатку покажемо, що парне число солідарне, якщо воно є точним квадратом 

або подвоєним точним квадратом. 

Подамо довільне парне число у вигляді bm a2  де b  – непарне число. Зрозуміло, що усі 

непарні дільники чисел m  та b  співпадають. Якщо число b  не є точним квадратом, то усі 

його дільники можна розбити на такі пари bd   та b
d
b  , при цьому сума у кожній парі 

– парна. Звідси випливає, що й сума усіх дільників числа m  – парна і не є взаємно простою з 

числом m . 

Таким чином число може бути солідарним (але не обов'язково буде) лише при умові, що b  є 

точним квадратом. Але це означає, що число bm a2  в залежності від парності параметру 

a  воно є квадратом або подвоєним квадратом натурального числа. 



Якби існувало 6 поспіль солідарних чисел, то 3 з них були б парними, тому або два з них є 

повними квадратами, або два з них є подвоєними квадратами. Тобто виконується одна з 

чотирьох умов: 222  yx  або 422  yx , або 222 22  yx , або 422 22  yx , 

кожна з яких не має розв’язків  в натуральних числах. Наприклад, для рівняння 422  yx  

маємо такі оцінки: зрозуміло, що yx  , тому  

12))((4 22  yyxyxyx    
2
3y    1y . 

Такий саме висновок має для інших рівнянь, але тоді маємо, що 32 x  або 52 x , або 

22 x , або 32 x  відповідно. Жодне з них розв'язків немає. 

Залишається показати, що 5 солідарних чисел поспіль існують. 

а) Числа 4,3,2,1  та 5  є шуканими, в чому легко переконатись простою перевіркою. 

б) У цьому пункті приклад не є таким очевидним. Пошук робиться дуже просто, треба брати 

квадрати парних чисел, а далі перевіряти, чи не є числа на 2  більше та менше цього 

квадрату подвоєними квадратами. Першими подібними числами до перевірки є 15 , 16 , 17 , 

18  та 19 , але, на жаль, якщо підрахувати дільники числа 15 , то маємо, що їх сума складає 

2415531   – не є взаємно простим з 15 . Тобто 15  не є солідарним, тому наведена 

п'ятірка не задовольняє умови. 

Розглянемо тепер такі числа: 578,577,576,575  та 579 . Проведемо перевірку, що вони є 

солідарними (зрозуміло, що при перевірці солідарності в сумі дільників можна не 

враховувати саме число). 

235575 2   тоді 169115252351   – солідарне, оскільки не ділиться ні на 5 , ні 

на 23 . 

26 32576  , тоді  726448363224 1816129864321  

96 1075288192144   – солідарне, оскільки не ділиться ні на 2 , ні на 3 . 

577  – просте число, тому воно солідарне. 

235578 2  , тоді 
37343289341721   – солідарне, оскільки не ділиться ні на 

2 , ні на 17 . 

1933579  , тоді 19719331   –солідарне, оскільки це просте число. 

 

54. Вписане коло трикутника ABC  дотикається його сторін AB , BC  і AC  в точках N , 

K , P  відповідно. Відомо, що AB BC  і бісектриси кутів A  і C  перетинають пряму NK  

в точках Q  і T  відповідно. Позначимо через S  – точку перетину прямих AQ  і TP , а через 



F  – точку перетину прямих CT  і PQ . Доведіть, що прямі NK , SF  і AC  перетинаються 

в одній точці. 

 

 

Розв’язання. Спочатку доведемо, що 90AQC   . Дійсно, 

за теоремою про зовнішній кут трикутника, маємо (рис. 16):  

CABNAQBNKNQA 
2
1

2
1

2
1 )90( . 

Тому, CKCITQI 
2
1 . Звідси випливає, що точки 

I , Q , K , C  лежать на одному колі. Оскільки радіус, 

проведений в точку дотику, перпендикулярний до дотичної, 

то 90IKC   . Тому за теоремою про вписані кути, які 

спираються на одну й ту ж саму дугу кола, маємо: 

90AQC IQC IKC     , що і треба було довести. 

Аналогічно доводиться, що 90CTA   . 

З’єднаємо точки P  та I , тоді IP AC . Звідси випливає, що чотирикутники ATIP , CQIP  

і ATQC  – вписані. Тому, 

PTI PAI CAQ CTQ ITQ     , 

тобто TI  – бісектриса кута PTQ  (рис. 17). Аналогічно доводиться, що QI  – бісектриса 

кута PQT . Отже, I  – точка перетину бісектрис трикутника TPQ  і PI  – бісектриса кута 

TPQ . Оскільки AB BC , то промені NK  і AC  перетинаються в деякій точці R . При 

цьому, промінь PC  – бісектриса зовнішнього кута при вершині P  в трикутнику TPQ . За 

властивістю бісектриси внутрішнього кута трикутника і бісектриси зовнішнього кута 

трикутника, маємо: 

PS PQ

ST QT
 , 

TR PT

RQ PQ
  і 

QF QT

FP TP
 . 

Перемножуючи усі ці три рівності, одержуємо: 

1
PS TR QF PQ TP QT

ST RQ FP QT PQ TP
      , 

а це означає, що точки S , F  і R  лежать на одній 

прямій (за теоремою Менелая), що і треба було 

довести. 

 

55. На горизонтальній прямій n зліва направо 

Рис. 16 
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розташовані точки 921 ...,,, AAA . Відстань між кожними двома сусідніми точками дорівнює 

1. Побудуємо пряму l, яка перпендикулярна n і проходить через точку 5A . Чи існує на цій 

прямій l принаймні одна така точка 5AB  , що серед усіх трикутників ji ABA , 91  ji , 

кількість гострокутних та тупокутних однакова? 

Відповідь: існує.  

Розв’язання. Проведемо півколо з діаметром 81AA  (рис. 18). Покажемо, що шукана точка B  

– це перетин цього півкола та прямої l .  

Підрахуємо кількість тупокутних трикутників ji ABA , 91  ji : з точок 41 ...,, AA  

можна вибрати будь-які дві, так само і з точками 96 ...,, AA . Таки трикутників по 6, разом – 

12 трикутників. Якщо вибрати точки по різні боки від 5A , то тут тупокутний один – 91ABA , 

бо коло з діаметром 91AA  містить всередині точку B .  

Тепер гострокутних трикутників. Вибираємо одну з точок 41 ...,, AA , другу – з  96 ...,, AA , 

усього – 16 трикутників. З них – тупокутний 91ABA , а також два прямокутних – 81ABA  та 

92ABA . Таким чином їх також рівно 13. Тобто 

точка B  – шукана.  

 

56 Для яких натуральних чисел N  існують 

такі натуральні числа yx, , що їх сума 

дорівнює N , а добуток ділиться на N ? 

 

 

Відповідь: якщо існує просте число p , для якого 
2pN  . 

Розв’язання. Спочатку покажемо, що усі такі числа умову задовольняють, тобто підберемо 

для них шукану пару yx, . 

Нехай для деякого простого p  QpN 2 , де 1Q . Розглянемо pQx  , pQQpy  2
. 

Тоді  

QpNyx 2 , QpNQpQQppQQppQxy 222 )()(   . 

Нехай тепер lpppN ...21 , де lppp ...,,, 21  – попарно різні прості числа. Тоді 

xNy  . Припустимо, що NkxNxxy  )( , де 1k . Тоді )(2 kxNx  . Звідси 

випливає, що li ,1  ipx 2
, а оскільки ip  – просте число, то й ipx  . Тому 

Npppx l ...21 , звідки Nx  , що суперечить умові Ny . 

Рис. 18 
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57. Вписане коло гострокутного трикутника ABC  дотикається до сторін BA  та AC  у 

точках K  та L  відповідно. Висота AH  перетинає бісектриси кутів B  та C  у точках P  та 

Q  відповідно. Описані кола  трикутників KPB  та LQC  позначимо через 1w  та 2w . 

Доведіть, що, якщо середина висоти AH  лежить зовні кіл 1w  та 2w , то дотичні до кіл 1w  та 

2w , що проведені з цієї середини, є рівними. 

 

Розв’язання. Позначимо через N  – точку дотику вписаного в ABC  кола до сторони BC , 

а через I  – інцентр ABC  (рис. 19). Крім того, нехай X  точка, що симетрична N  відносно 

точки H .  

Оскільки CQ - бісектриса кута NCL , а CN CL , то трикутники QLC  та QNC  є рівними, 

звідки QLC QNC  . Крім того QNX QXN  . Звідси отримаємо, що 

0180QXC QLC   .  

Звідси випливає, що 2wX  . Аналогічно 
1X w , тобто точка X  є спільною точкою кіл. 1w  

та 2w . Позначимо через Y  другу точку перетину 1w  та 2w . Тоді, оскільки чотирикутники 

BKYX  та CLYX  – вписані, то  

ACBXYLKYX  180180180 , звідки AKLY  180 .  

Тому точки LYKA ,,,  циклічні. Позначимо це коло w . Другу точку перетину w  та 

прямої XY  позначимо Z . Тоді маємо, що BKYXZAK  180 , звідки BCAZ || . 

Крім того 

90AKI ALI    , 

звідки отримуємо, що AI -- діаметр кола, описаного навколо AKL . Тоді 090AZI  . 

Оскільки BCIN   та BCZI  , то NIZ ,,  лежать на одній прямій, тому AZNH  – 

прямокутник. Оскільки NHXH  , то AZHX - паралелограм. Позначимо точку перетину 

прямої XZ  та висоти AH  через M . Тоді M  є серединою висоти. Тоді середина висоті 

належить прямій XY , яка є радикальною віссю кіл 1w  та 2w . Томі дотичні, що проведені з 

точки M  до цих кіл – рівні. 

 

58. Нехай A  – скінченна множина функцій, що визначені на множені дійсних чисел і 

приймають дійсні значення. Також відомо, що для будь-яких функцій gf , , які належать A , 

функція ))(( xgf  теж належить A . Відомо, що для довільної функції f  з множини A  існує 

функція g  з A  така, що 

))((2))(( xyggxyxff  . 



Доведіть, що функція xxh )(  належить A . 

 

Розв’язання. Доведемо таку лему: 

 

Лема. У множині A  існує функція f , для якої справджується рівність: )())(( xfxff  . 

 

Доведення леми. Позначимо через ))...)(...(()()( xfffxf

k

k


 . Зафіксуємо Af  , а далі 

розглянемо послідовність 
)1(ff  , 

)2(f , 
)4(f , 

)8(f , ..., оскільки A  – скінченна, то з 

певного моменту ця послідовність починає повторюватись з деякого номера. Тому 

)2()2( st

ff   для деяких натуральних 1 st . Тоді   )2(
)2(

)2()2( s
st

st

fff 



, тепер 

покладемо 
)2(

1

s

ff  , 
stk  2 , звідки маємо, що 1

)(
1 ff k  . Тепер подіємо зліва на цю 

рівність 
)2(

1
kf  і будемо мати, що 1

)2(
1

)(
1

)2(
1 ffff kkk     або   )1(

1

)2()1(
1

  kk ff . 

Тому, якщо покласти 
)1(

1
 kfg , будемо мати, що )())(()()2( xgxggxg  , що й треба 

було довести. 

Лема доведена. 

 

Покажемо тепер, що ця функція f , для якої )())(( xfxff  , є сюр’єктивною, звідки буде 

випливати, що ttf )( . Дійсно, оскільки )(xf  приймає усі значення, то покладемо 

)(xft  . Покладемо у задане рівняння )(xfy  , тоді  

)))(((2)0( xxfggxf  . 

Звідси g  – сюр’єкція. Якщо тепер у початковому рівнянні зафіксувати x , то права частина, 

з сюр’єктивності )(xg ,  приймає всі дійсні значення, тому f  – сюр’єкція  

59. Розв’яжіть нерівність: 

)1(2

)1(

16

1

)1(

)1( 2

3

4













x

xx

x

x
. 

 

Відповідь: }3;{);1(
3
1  x . 

Розв’язання. Перепишемо нерівність таким чином:  



  0)1(
2

2

4

4

)1(2

)1(

16
1

)1(

)1(










x

x

x

x
x  або   0)1(

2

4
1

)1(

)1(

2

2






x

x
x . 

Оскільки квадрат невід’ємний, то розв’язком нерівності будуть значення 1x  (оскільки 

1x  з ОДЗ), а також значення при яких квадрат дорівнює нулеві. Знайдемо їх. 

0
4
1

)1(

)1(

2

2






x

x
 або 

2
1

1
1 



x
x . Звідси маємо два випадки. 

122  xx  звідки 3x ; або 122  xx  звідки 
3
1x . 

 

60. Чи існують четвірки дійсних чисел dcba ,,, , що задовольняють умови:  

dcba   та 
cdbdadbcacab
111111  . 

 

 

Відповідь: таких чисел не існує. 

Розв’язання. Зведемо другу умову до спільного знаменника:  

abcd
abacbc

abcd
adbdcd      0 cdbdadcabcab . 

Другу умову піднесемо до квадрату у такому вигляді: 

0 dcba    0)(22222  cdbdadbcacabdcba , 

звідси, з урахуванням попередньої рівності, маємо, що  

02222  dcba , 

а це неможливо, оскільки звідси випливає, що 0 dcba , що суперечить другій 

заданій умові. 

 

61 Знайдіть усі такі натуральні n , для яких числа 

11912 n  та 53975 n  є точними квадратами 

натуральних чисел. 

 

Відповідь: 20n , 12n . 

Розв’язання. Позначимо 119122  na   та 

539752  nb . Тепер звільнимось від змінної n : 

Рис. 11 
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75
539

12
119 22   ba  або )539(4)119(25 22  ba . 

Далі перепишемо цю рівність таким чином: 

819254 22  ab  або 1373)52)(52( 2  abab . 

Залишається перебрати варіанти, з урахуванням того, що abab 5252  . 









,81952

,152

ab

ab
   81810 a  – цілих розв’язків немає.  









,27352

,352

ab

ab
   27010 a    









,69

,27

b

a
   

12
848

12
1192

 an  – не ціле число. 









,11752

,752

ab

ab
   11010 a    









,31

,11

b

a
   20

12
1192

 an  – перша відповідь.  









,9152

,952

ab

ab
   8210 a  – цілих розв’язків немає.  









,6352

,1352

ab

ab
   5010 a    









,19

,5

b

a
   12

12
1192

 an  – друга відповідь.  









,3952

,2152

ab

ab
   1810 a  – цілих розв’язків немає.  

 

62. У гострокутному трикутнику ABC  проведені висоти 1AA , 1BB  та 1CC . З вершини A  

на пряму 11BA  опущено перпендикуляр AK , а з вершини B  опущено перпендикуляр BL  

на пряму 11BC . Доведіть, що LBKA 11  .  

 

Розв’язання. Опустимо перпендикуляр BN  на пряму 11BA  (рис. 11). Нагадаємо відому 

лему. 

 

Лема. У ортоцентричному 111 CBA  висоти 1AA , 1BB  та 1CC  ABC  є бісектрисами кутів 

111 CBA .  

 



Тоді 1BB  – бісектриса 111 CBA , тому LBNB 11  . Тоді рівність 1 1A K B L  рівносильна 

1 1A K B N , тобто KBNA 11  .  

 

Розглянемо прямокутну трапецію AKNB  (рис. 12), побудуємо коло на AB , як на діаметрі 

(центр кола позначимо через O ). Зрозуміло, що воно пройде через точки 1A  та 1B , бо 1AA  

та 1BB  – висоти. Проведемо відрізок KAOT || . Тоді з прямокутних трикутників 1OTB  та 

1OTA  випливає, що 11 TATB  , з того, що OT  – середня лінія 

трапеції AKNB  випливає, що TNTK  , отже KBNA 11  . 

Твердження доведене.  

 

63. Є опуклий 11–кутник. Його діагоналі пофарбовані у декілька 

кольорів. Два кольори називаються такими, що перетинаються, 

якщо існують два відрізки, що пофарбовані у ці кольори і які 

перетинаються у деякій внутрішній точці цих відрізків. Яка 

найбільша кількість різних кольорів може бути використана, щоб 

кожні два використані кольори були такими, що перетинаються. 

 

Відповідь. 22 . 

Розв’язання. Позначимо вершини 11-кутника числами 1, 2, …, 11. Його діагоналі будемо 

позначати парою вершин, які вона з’єднує, наприклад, 2–7. Без обмежень загальності будемо 

вважати цей 11-кутник правильним, щоб його діагоналі були 4-х типів – найбільші 

(наприклад, 1–6), середні більші (1–5), середні менші (1–4) та найменші (1–3).  

Фарбуємо ці діагоналі в 22 кольори, так що кожного кольору рівно по 2 діагоналі, так як це 

зображено нижче: 

1) 1–7, 2–11;  2) 2–8, 3–1;   3) 3–9, 4–2;   4) 4–10, 5–3; 

5) 5–11, 6–4;  6) 6–1, 7–5;   7) 7–2, 8–6;   8) 8–3, 9–7; 

9) 9–4, 10–8;  10) 10–5, 11–9;  11) 11–6, 1–10;  12) 2–6, 5–8; 

13) 3–7, 6–9;  14) 4–8, 7–10;  15) 5–9, 8–11;  16) 6–10, 9–1; 

17) 7–11, 10–2; 18) 8–1, 11–3;  19) 9–2, 1–4;   20) 10–3, 2–5; 

21) 11–4, 3–6;  22) 1–5, 4–7. 

Перевіркою переконуємось, що вони задовольняють умову. Для перевірки скористаємось 

”регулярністю” фарбування. Перші 11 кольорів містять пару діагоналей – найменшу та 

найбільшу, другі 11 кольорів містять пару різних середніх діагоналей. Достатньо 

переконатись, що кожний з кольорів 12)–22) перетинається з кольором 1), і що кожний з 

кольорів 1)–11) перетинається з кольором 12).  

Рис. 12 
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Покажемо, що це найбільша кількість різних кольорів. Таким чином ми повинні пофарбувати 

44112
11 C  діагоналі. Якщо кожного кольору принаймні дві діагоналі, то щонайбільше 

цих кольорів може бути 22. Припустимо, що умову може задовольнити колір, який 

складається рівно з однієї діагоналі. Виберемо найбільшу діагональ, наприклад, 1–6 і 

підрахуємо, скільки різних діагоналей вона перетинає у внутрішніх точках. З одного боку по 

відношенню до цієї діагоналі розташовано 4 вершини, з 

іншого – 5, таким чином вона перетинає 20 діагоналей, 

але кольорів щонайменше 23 (більше ніж 

запропонований варіант), а тому кожний колір повинен 

перетинатися принаймні з 22 відрізками, що суперечить 

цій побудові. Одержана суперечність завершує 

доведення того, що максимум 22 кольори. 

 

64. У трикутнику ABC  сторона )(
2
1 BCABAC  , 

BL  – бісектриса ABC , MK ,  – середини сторін 

AB  і BC  відповідно. Знайдіть величину KLM , 

якщо ABC . 

 

Відповідь: 
2
190  . 

Розв’язання. Відмітимо точку ACN , для якої AKABAN 
2
1

, тоді (рис. 13) 

MCBCABBCABANACNC 
2
1

2
1

2
1 )( . 

Тому 
BC
AB

NC
AN  , звідки LN  . Тому KAL  та LMC  – рівнобедрені, звідси 

AALKAKL 
2
190 , CCLMCML 

2
190 , звідки 


2
1

2
1 90)(180  CACLMALKKLM . 

 

65. На дошці записаний вираз **...* , що складається з непарної кількості зірочок. Андрій та 

Олеся грають у таку гру: вони по черзі (Андрій перший) замінюють будь-яку ще не замінену 

зірочку будь-якою цифрою (на перше місце не можна ставити цифру 0). Якщо в решті вийде 

число, що кратне 11, то перемагає Андрій, якщо ні, то – Олеся. Хто переможе при правильній 

грі? 

 

Відповідь: Олеся перемагає. 

Розв’язання. Стратегія Олесі така. Якщо Андрій міняє деяку зірочку окрім першої на якусь 

цифру c , то Олеся міняє на таку ж цифру c  будь-яку (окрім першої) зірочку, яка стоїть на 

Рис. 13 
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місці іншої парності. Якщо тепер останнім кроком Андрій замінює першу зірочку на якусь 

цифру 0d , тоді маємо, що різниця між сумою цифр на парних позиціях та на непарних 

дорівнює d , і це число не кратне 11, тому й одержане число не кратне 11. 

Якщо Андрій не останнім ходом замінює першу зірочку на цифру 0d , то Олеся замінює 

довільну зірочку на парній позиції на число 1d . Далі притримується раніше описаній 

стратегії. Тоді перед останнім ходом різниця між цифрами, що стоять на непарних місцях та 

цифрами на парних місцях дорівнює 1 . Далі просто Андрій останнім ходом ставить цифру на 

непарну позицію, і досягти, що ця різниця стала кратною 11 (тобто бути рівним 0  або 11) 

не зможе.  

 

 

65 Знайдіть усі розв’язки рівняння 
xx 2sin2sin   на проміжку );0[  .  

 

Відповідь: розв’язків не існує. 

Розв’язання. Оскільки на проміжку );0[   0sin x , то функція 122 0sin x
, а 

12sin x
. Таким чином рівність можлива лише якщо обидві функції одночасно приймають 

значення 1 . Але 12sin x
 лише при 0x , а при цьому значенні 11sin2sin 0  . Таким 

чином розв’язків не існує.  

 

66. а) Відомо, що у нескінченній арифметичній прогресії натуральних чисел є деякий член, 

який є k –м степенем натурального числа, більшого від 1. Доведіть, що серед членів 

прогресії є нескінченна кількість таких, що також є k –ми степенями натуральних чисел.  

б) Чи існує нескінченна зростаюча арифметична прогресія натуральних чисел жоден член 

якої не є степенем натурального числа більше першої?  

 

Відповідь: б) існує. 

Розв’язання. а) Нехай прогресія має різницю 0d . Якщо 0d , то усі 

члени задовольняють умову, а при 0d , то серед членів прогресії не усі 

натуральні.  

За умовою, для деяких натуральних 1m  та l  справджується рівність: 

k
l ma  . Тоді неважко зрозуміти, що dNmdnm kk  )( . Ну і тепер 

неважко побачити, що 

lNl
k alNdadNdladNadNm  )1()1( 11 , 

Рис. 14 
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що й треба було довести.  

 

б) Розглянемо, наприклад, таку прогресію: )1(42  nan . Зрозуміло, що кожний її член 

ділиться на 2 , але не ділиться на більшу степінь числа 2 . Це показує, що число не може 

бути степенем натурального числа більше ніж перша.  

 

67. Нехай a , b , c  – сторони гострокутного трикутника. Доведіть, що  

 2 2 2 2 2 2 2 2 2 3a b c b c a c a b ab bc ca          

. 

 (Сердюк Назар) 

 

Розв’язання. Позначимо 
2 2 2 2a b c x   , 

2 2 2 2b c a y   , 

2 2 2 2c a b z   , де zyx ,,  – додатні, тоді 
2

22 zxa  , 

2

22 yx
b


 , 

2

22 zy
c


  і нерівність переписується у вигляді  

 )()()()()()(
2

3 222222222222 zxyzzyyxzxyxzyx  . 

Оскільки за нерівністю Коші-Буняковського   2 2 2 2 2a b a c a bc    , то права 

частина нерівності не менша за )( 222

2
3 zxyzxyzyx  . Отже, нам достатньо 

довести, що  

   
22 2 23 2x y z xy yz zx x y z        . 

Остання нерівність рівносильна 
2 2 2x y z xy yz zx     , а це відома нерівність трьох 

квадратів. 

 

Альтернативне розв’язання. Позначимо ,  ,    - кути трикутника, що лежать напроти 

сторін ,a  ,b  c  відповідно. Запишемо теорему косинусів для кожного доданку у лівій частині 

та застосуємо нерівність Коші-Буняковського: 

)coscos(cos2)(cos2cos2cos2   cabcabcabcab . 

Нерівність буде доведена, якщо справджується така нерівність: 

Рис. 15 
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)(3)coscos(cos2)( cabcabcabcab    або 

2
3coscoscos   ,  

а ця нерівність добре відома для кутів трикутника. 

 

68. У трикутнику ABC , для якого BCABAC  , на сторонах AB  та BC  вибрали точки 

K  та N  відповідно таким чином, що CNACKA  . Прямі AN  та CK  перетинаються в 

точці O . З точки O  провели відрізок ACOM   )( ACM  . Доведіть, що кола, які 

вписані у трикутники ABM  та CBM , дотикаються одне одного. 

 

Розв’язання. При доведенні будемо впиратися на таку теорему. 

 

Теорема. Нехай коло, що вписане в ABC , дотикається його сторін BCAB,  та CA  у 

точках NK,  та M  відповідно (рис. 14). Тоді  

)(
2
1 BCACABAM  . 

Розглянемо рис. 15. Нехай тут AL  та CF  – висоти OAC , які перетинаються в точці I . 

Тоді ці відрізки водночас бісектриси відповідних кутів ABC , тому I  – інцентр цього 

трикутника, а точка M  – точка дотику вписаного кола до сторони AC .  

 

Нехай кола, що вписані в ABM  та ACM  дотикаються до відрізка BM  у точках N  та 

P  відповідно (рис. 16). Покажемо, що PN  . 

Застосуємо наведену вище теорему:  

BPBNNP  , MNMPNP   

   MNBPMPBNNP2  

 )(
2
1 ABBMAMMCBMBCBCCMBMAMBMAB

 

1
2
( ) 0AB BC CM AM AB BC AC BC AB AB AC BC            

, 

що й треба було довести.  

 

69 . Є опуклий 11–кутник. Його 

діагоналі пофарбовані у декілька 

Рис. 16 
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кольорів. Два кольори називаються такими, що перетинаються, якщо існують два відрізки, 

що пофарбовані у ці кольори і які перетинаються у деякій внутрішній точці цих відрізків. 

Яка найбільша кількість різних кольорів може бути використана, щоб кожні два використані 

кольори були такими, що перетинаються. 

 

Відповідь. 22 . 

Розв’язання. Позначимо вершини 11-кутника числами 1, 2, …, 11. Його діагоналі будемо 

позначати парою вершин, які вона з’єднує, наприклад, 2–7. Без обмежень загальності будемо 

вважати цей 11-кутник правильним, щоб його діагоналі були 4-х типів – найбільші 

(наприклад, 1–6), середні більші (1–5), середні менші (1–4) та найменші (1–3).  

Фарбуємо ці діагоналі в 22 кольори, так що кожного кольору рівно по 2 діагоналі, так як це 

зображено нижче: 

1) 1–7, 2–11;  2) 2–8, 3–1;   3) 3–9, 4–2;   4) 4–10, 5–3; 

5) 5–11, 6–4;  6) 6–1, 7–5;   7) 7–2, 8–6;   8) 8–3, 9–7; 

9) 9–4, 10–8;  10) 10–5, 11–9;  11) 11–6, 1–10;  12) 2–6, 5–8; 

13) 3–7, 6–9;  14) 4–8, 7–10;  15) 5–9, 8–11;  16) 6–10, 9–1; 

17) 7–11, 10–2; 18) 8–1, 11–3;  19) 9–2, 1–4;   20) 10–3, 2–5; 

21) 11–4, 3–6;  22) 1–5, 4–7. 

Перевіркою переконуємось, що вони задовольняють умову. Для перевірки скористаємось 

”регулярністю” фарбування. Перші 11 кольорів містять пару діагоналей – найменшу та 

найбільшу, другі 11 кольорів містять пару різних середніх діагоналей. Достатньо 

переконатись, що кожний з кольорів 12)–22) перетинається з кольором 1), і що кожний з 

кольорів 1)–11) перетинається з кольором 12).  

Покажемо, що це найбільша кількість різних кольорів. Таким чином ми повинні пофарбувати 

44112
11 C  діагоналі. Якщо кожного кольору принаймні дві діагоналі, то щонайбільше 

цих кольорів може бути 22. Припустимо, що умову може задовольнити колір, який 

складається рівно з однієї діагоналі. Виберемо найбільшу діагональ, наприклад, 1–6 і 

підрахуємо, скільки різних діагоналей вона перетинає у внутрішніх точках. З одного боку по 

відношенню до цієї діагоналі розташовано 4 вершини, з 

іншого – 5, таким чином вона перетинає 20 діагоналей, 

але кольорів щонайменше 23 (більше ніж 

запропонований варіант), а тому кожний колір повинен 

перетинатися принаймні з 22 відрізками, що суперечить 

цій побудові. Одержана суперечність завершує 

доведення того, що максимум 22 кольори. 

 

70. Побудуємо для трикутника ABC  коло S , що 

проходить через точку B  і дотикається до прямої CA  у 

Рис. 13 
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точці A , коло T , що проходить через точку C  і дотикається до прямої BA  у точці A . 

Другу точку перетину кіл S  та T  позначимо через D . Точку перетину прямої AD  та 

описаного кола ABC  позначимо через E . Доведіть, що D  – середина відрізку AE . 

 

Розв’язання. Позначимо кути 

ABD , DCA  (рис. 17). З 

властивостей вписаних кутів маємо, що  

 ABDCAD , 

 DCADAB , 

тому  

CADABD  ~ . Далі маємо, що 

 CBECAE , 

 ECBEAB . Знову випишемо 

рівні кути:  

BCABEABED  ,  

 DBCCBEDBE  

ABCDBCABD  . 

Тому DBEABC  ~ . Далі маємо, що 
AD
AC

BD
AB  , звідси 

BA
BDACAD  . Також 

AC
AB

DE
DB  , 

звідси ADDE
BA

BDAC   , що й треба було довести.  

 

71. . На дошці записаний вираз **...* , що складається з непарної кількості зірочок. Андрій 

та Олеся грають у таку гру: вони по черзі (Андрій перший) замінюють будь-яку ще не 

замінену зірочку будь-якою цифрою (на перше місце не можна ставити цифру 0). Якщо в 

решті вийде число, що кратне 11, то перемагає Андрій, якщо ні, то – Олеся. Хто переможе 

при правильній грі? 

 

Відповідь: Олеся перемагає. 

Розв’язання. Стратегія Олесі така. Якщо Андрій міняє деяку зірочку окрім першої на якусь 

цифру c , то Олеся міняє на таку ж цифру c  будь-яку (окрім першої) зірочку, яка стоїть на 

місці іншої парності. Якщо тепер останнім кроком Андрій замінює першу зірочку на якусь 

цифру 0d , тоді маємо, що різниця між сумою цифр на парних позиціях та на непарних 

дорівнює d , і це число не кратне 11, тому й одержане число не кратне 11. 

Якщо Андрій не останнім ходом замінює першу зірочку на цифру 0d , то Олеся замінює 

довільну зірочку на парній позиції на число 1d . Далі притримується раніше описаній 

Рис. 17 
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стратегії. Тоді перед останнім ходом різниця між цифрами, що стоять на непарних місцях та 

цифрами на парних місцях дорівнює 1 . Далі просто Андрій останнім ходом ставить цифру на 

непарну позицію, і досягти, що ця різниця стала кратною 11 (тобто бути рівним 0  або 11) 

не зможе. 

 

72. За яких значень параметра a рівняння  

0))(23( 2  axxx  

має рівно три різних дійсних корені? 

 

Відповідь: 0,a   1,a   2.a   

Розв’язання. Рівняння можна переписати як ( 1)( 2)( ) 0x x x a    , тому число x буде 

коренем цього рівняння тоді й лише тоді, коли 1x  , 2x   або x a  — тобто 0a   і 

2x a . Таким чином, рівняння матиме три різні корені тоді й тільки тоді, коли 0a  , 

причому 
2 1a   і 

2 2a  , тобто 1a   і 2.a   

 

73. Нескінченна спадна геометрична прогресія має перший член m, знаменник 
n

q 1 , а сума 

її членів дорівнює 3. Знайдіть усі можливі пари ( , )m q  за умови, що m та n — натуральні 

числа. 

 

Відповідь: 1
3

2, .m q   

Розв’язання. Оскільки сума членів геометричної прогресії, описаної в умові задачі, дорівнює 

11 1 1
n

m m mn

q n  
  , нам необхідно знайти всі натуральні m та n ( 1)n   такі, що 1 3mn

n  . 

Можемо записати: 

1
3 3 3 (3 ) 3.

mn

n
mn n n m


        

Звідси, оскільки n — натуральне і не дорівнює 1, 3n  , а 

2.m   

 

74. У скільки способів можна розфарбувати всі 13 частин рис. 6 

у три кольори так, щоб жодні дві частини, пофарбовані 

однаково, не мали спільної межі? Два розфарбування 

1 
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11 
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вважаються різними, якщо хоча б одна з 13 частин пофарбована по-різному. 

 

Відповідь: 6. 

Розв’язання. Центральну частину можна пофарбувати в один із трьох кольорів. Тоді всі 12 

секторів доведеться фарбувати в інші два кольори, адже кожен із секторів має спільну межу 

із центральною частиною. Сектор 1 можна пофарбувати у довільний із двох кольорів, а 

кольори решти секторів встановлюються після цього автоматично: сектор 2 має бути 

пофарбовано в колір, відмінний від кольору центральної частини і сектора 1; сектор 3 

повинен бути пофарбований у колір, відмінний від кольору центральної частини й сектора 2 і 

т. д. Легко бачити, що таке розфарбування справді задовольнятиме умову задачі, адже пара 

секторів 12 і 1 також буде розфарбована по-різному. 

Отже, маємо 3 2 6   варіантів розфарбування. 

 

75. Доведіть, що для будь-яких дійсних чисел ),( yx  справджується нерівність: 

| | |1 | |1 | 2.x y x y       

 

Розв’язання. Щоб довести нерівність, можна розглянути випадки: всі можливі комбінації 

знаків виразів x y , 1 x  та 1 y . Утім, можна зробити простіше — скористатися 

нерівністю | |a a , яка справджується для довільного дійсного числа a: 

| | |1 | |1 | ( ) (1 ) (1 ) 2.x y x y x y x y             

 

76. У чотирикутнику ABCD, що вписаний у 

коло, діагональ AC є бісектрисою кута DAB. 

На промені AD за точкою D вибрано точку 

E. Доведіть, що CACE   тоді й тільки 

тоді, коли .DE AB  

 

Розв’язання. AC — бісектриса, тому, як 

відомо, BC DC  (рис. 7). Крім того, 

180EDC ADC ABC    . 

Якщо AB ED , то ABC EDC   (за 

двома сторонами та кутом між ними), звідки CA CE . 

Навпаки, якщо CA CE , то CED CAD CAB   , звідки ABC EDC   (за 

рівними кутами та парою сторін CA CE )  .AB ED  

Рис. 7 
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77. Знайдіть усі значення [ 90 , 90 ]x    , що задовольняють рівняння:  

2cos10 sin100 sin1000 2sin .x     

 

Відповідь: 80 .x    

Розв’язання. Зі співвідношення 

2cos10 sin100 sin1000 2cos10 sin80 sin80 2sin80          

дістаємо рівність  80sinsin x , з якої, враховуючи, що [ 90 , 90 ]x    , маємо, що 

80 .x    

 

78. Позначимо через P(n) та S(n) відповідно добуток та суму цифр натурального числа n. 

Наприклад, 9)133( P , 7)133( S . Знайдіть усі двоцифрові числа n, для яких 

справджується рівність: )()( nSnPn  . 

 

Відповідь: 19, 29, 39, 49, 59, 69, 79, 89, 99.  

Розв’язання. Нехай шукане двоцифрове число baabn  10 , 0a . Рівняння з умови 

набуває такого вигляду:  

baabba 10    10 ( 1)a a b     10 1b     9.b   

Отже, умову задовольняють усі двоцифрові числа, що закінчуються на 9, і лише вони. 

 

79. У трикутнику ABC відрізок AD — бісектриса .BAC  Виявилося, що 36CD , 

64BD , а ADC  — рівнобедрений з вершиною D. Знайдіть 

довжини сторін .ABC  

 

Відповідь: 100, 80, 45.BC AB AC    

Розв’язання. Зрозуміло, що 100BC BD CD    (рис. 8). Із 

рівності кутів BAD CAD BCA    випливає, що 

~BAD BCA  , що дає співвідношення: Рис. 8 
A  B  

C  

D  



.
BC AB AC

AB BD AD
   

Звідси 80AB BC BD   , 45.AB CDAB AD
BD BDAC     

Зауважимо, що трикутник зі сторонами 100,BC   80,AB   45AC   справді задовольняє 

умову задачі: бісектриса AD ділить сторону BC у відношенні 45 36
80 64
  і дорівнює, після 

застосування теореми косинусів до трикутників ACB й ACD, 36. 

 

80. У кожній клітинці квадратної таблиці 44  міститься число 0 або число 1. Поряд із 

таблицею записали 10 чисел: суми значень у кожному з 4 рядків, суми значень у кожному з 4 

стовпчиків і суми чисел на кожній із 2 великих діагоналей (тих діагоналей, що містять по 

чотири клітинки). Доведіть, що серед одержаних десяти чисел є принаймні три однакових. 

 

Розв’язання. У кожному рядку, стовпчику та на кожній діагоналі містяться чотири числа, 

кожне з яких дорівнює 0 або 1, тому кожна записана сума може бути одним із п’яти чисел: 0, 

1, 2, 3, 4. Якби серед 10 сум не було трьох однакових, це означало би, що кожне з п’яти 

можливих значень трапляється серед сум рівно двічі. Нехай це справді так. Розгляньмо одну 

з двох ліній, сума чисел на якій дорівнює 4; така лінія складається виключно з одиниць. Це 

не може бути діагональ, адже тоді в кожному рядку й у кожному стовпчику містилася би 

принаймні одна одиниця, тобто кількість ліній із сумою 0 була б меншою за дві. Хай тоді, без 

втрати загальності, лінія із сумою 4 — рядок. Це означає, що в кожному стовпчику й на 

кожній діагоналі є принаймні одна одиниця. Тоді дві лінії із сумою чисел 0 — теж рядки. Але 

в такому випадку друга лінія із сумою 4 теж не може бути ані стовпчиком, ані діагоналлю, 

тобто є рядком. Отже, маємо по два рядки із сумами 0 та 4, що означає, що сума чисел у 

кожному з чотирьох стовпчиків дорівнює 2, а це суперечить припущенню, що кожне 

значення від 0 до 4 трапляється серед сум рівно двічі. Одержана суперечність і завершує 

доведення. 

 

81. Функція : {0} [0, )f    задовольняє такі умови:  

(4) 2;f   

1 1 1
(0) (1) (1) (2) ( ) ( 1)( 1) ... ,f f f f f n f nf n          0.n   

Знайдіть значення (2011).f  

 

Відповідь: 2011. 



Розв’язання. Для довільного 0n   1
( 2) ( 1)( 2) ( 1) f n f nf n f n       , звідки 

2 2( 2) ( 1) 1f n f n    . Використавши умову (4) 2f  , матимемо: 

1)3()4(4 22  ff    (3) 3;f   

1)2()3(3 22  ff    (2) 2;f   

1)1()2(2 22  ff    (1) 1;f   

1 1
(0) (1) (0) 11 (1) f f ff        (0) 0.f   

Із допомогою методу математичної індукції покажемо, що ( ) ,f n n  0n  . Базу індукції 

доведено вище. Індукційний перехід здійснимо, скориставшись співвідношенням 

1)1()2( 22  nfnf : 

2 2( 2) ( 1) 1 ( 1) 1 2f n f n n n            ( 2) 2.f n n    

Неважко індукцією показати й те, що функція ( )f n n  справді задовольняє умову задачі: 

якщо 
0 1 1 2 1
1 1 1... 1

n n
n

  
     , то 

( 1)( 2)

0 1 1 2 1 1 2 1 2 1 2

21 1 1 1 1... 1 2.
n n

n n n n n n n n

n
n n

 

      

 

     
           

Отже, (2011) 2011.f   
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