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1. Вступ 

 
Практичні заняття з дисципліни "Вища математика" є складовою частиною 

нормативно-методичного забезпечення навчального процесу для здобувачів 

освітньо-професійного рівня «фаховий молодший бакалавр».  

Мета курсу – забезпечити вивчення тих математичних понять та методів, які 

не ввійшли до програми загальноосвітньої математичної підготовки студентів, але 

використовуються в процесі вивчення дисциплін циклу професійної підготовки. 

Завдання курсу – оволодіння студентами математичними знаннями і 

вміннями для вивчення спеціальних дисциплін, ефективного розв'язання завдань 

економіки, управління. 

В результаті вивчення дисципліни студент повинен знати: 

- означення визначника другого і третього порядку; 

- правило Крамера; 

- означення матриці та її властивості; 

- формули для обчислення скалярного, векторного, мішаного добутків та їх 

застосування; 

- рівняння прямої у різних формах, еліпса, гіперболи, параболи. 

- означення комплексних чисел, різні їх форми та перехід від однієї форми до 

іншої; 

- означення   границі   функції   в   точці,   похідної,   диференціала,   точок 

максимуму та мінімуму функції; 

- формули похідних основних елементарних функцій; 

- формулювання теорем про необхідні і достатні умови існування 

екстремуму диференційованої функції; 

- означення первісної, невизначеного інтеграла; 

- формулювання основних властивостей невизначеного і визначеного 

інтегралів; 

- формули табличних інтегралів, Ньютона-Лейбніца; 

Студент повинен вміти: 

- обчислювати визначники другого і третього порядку;  

- розв'язувати системи рівнянь за правилом Крамера; 

- виконувати дії над векторами; 

- обчислювати скалярний, векторний, мішаний добутки і їх застосовувати; 

- досліджувати взаємне розташування прямих та знаходити кут між ними; 

- будувати криві другого порядку за їх рівняннями та визначати їх 

властивості; 

- виконувати дії над комплексними числами в алгебраїчній, 

тригонометричній, показниковій формах; 

- досліджувати функції і будувати їх графіки; 

- обчислювати площі фігур за допомогою визначеного інтеграла; 

- застосовувати інтеграл до розв'язування прикладних задач; 

- розв'язувати диференціальні рівняння з відокремлюваними змінними та 

лінійні однорідні диференціальні рівняння другого порядку зі сталими 

коефіцієнтами 
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2. Тематичне планування практичних занять 

 
№ 

з/п 

Назва тем курсу, практичних занять та їх зміст. 

Назви змістовних модулів 

Час 

опрацювання 
Бібліографія 

1 2 3 4 

І СЕМЕСТР (4 год.) 
1 Тема 1. Елементи векторної алгебри 4 Л.1 (ст. 3-12) 

1.1 

Практичне заняття №1. 

Системи лінійних рівнянь. Методи Гауса і 

Крамера розв'язання систем лінійних рівнянь 

2 Л.1 (ст. 3-8) 

1.2 

Практичне заняття №2.  

Матриці та основні дії над ними. Обернена 

матриця. 

2 Л.1 (ст. 8-12) 

2 Тема 2. Метод координат 2 Л.1 (ст. 13-29) 

2.1 

Практичне заняття №3. 

Скалярний добуток векторів. Векторний 

добуток векторів. Мішаний добуток векторів 

2 Л.1 (ст. 19-24) 

3 Тема 3. Аналітична геометрія на площині 4 Л.1 (30-51) 

3.1 
Практичне заняття №4.  

Різні способи задання прямої 
2 Л.1 (30-36) 

3.2 
Практичне заняття №5.  

Лінії другого порядку на площині 
2 Л.1 (ст. 42-50) 

4 Тема 4. Комплексні числа 4 Л.1 (ст. 52-59) 

4.1 

Практичне заняття №6.  

Тригонометрична і показникова форми 

комплексного числа. Дії над комплексними 

числами, заданими в тригонометричній формі 

2 Л.1 (ст. 55-59) 

5 Тема 5. Диференціальне числення 2 Л.1 (ст. 60-78) 

5.1 

Практичне заняття №7.  

Ознаки сталості, зростання і спадання функції. 

Екстремуми функції. Найбільше і найменше 

значення функції на проміжку 

2 Л.1 (ст. 70-73) 

6                Тема 6. Інтегральне числення 6 Л.1 (ст. 79-90) 

6.1 
Практичне заняття №8. 
Властивості невизначеного інтеграла 

2 Л.1 (ст. 79-84) 

6.2 

Практичне заняття №9. 

Властивості визначеного інтеграла. Формула 

Ньютона-Лейбніца 

2 Л.1 (ст.85-87) 

6.3 
Практичне заняття №10.  

Застосування визначеного інтегралу 
2 Л.1 (ст. 88-90) 

7 Тема 7. Диференціальні рівняння 4 Л.1 (ст. 91-96) 

7.1 

Практичне заняття №11. 

Диференціальне рівняння з відокремлюваними 

змінними 

2 Л.1 (ст. 93,94) 

7.2 

Практичне заняття №12.  

Лінійні однорідні диференціальні рівняння  

другого  порядку 

2 Л.1 (ст. 95,96) 

 ВСЬОГО 24  
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3. Практичні заняття 

 
Практичне заняття №1. Системи лінійних рівнянь. Методи Гауса і 

Крамера розв'язання систем лінійних рівнянь. 

 
Означення. Системою k лінійних  рівнянь з n невідомими називається система виду: 
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де ),1,,1(, njkiRba iij   – задані дійсні числа, ),1( njx j  – змінні. Розв’язком системи 

називається n-вимірний вектор ),...,,,( 00

3

0

2

0

10 nxxxxx   такий, що при підстановці його 

координат замість відповідних змінних, кожне рівняння системи (1.8) перетворюється на 

правильну рівність. 

 Означення. Система, яка має розв’язок, називається сумісною, а система, яка не має 

розв’язку – несумісною. 

Означення. Сумісна система називається визначеною, якщо вона має єдиний 

розв’язок, невизначеною – коли система має безліч розв’язків. 

Метод Гаусса полягає у послідовному виключенні невідомих з рівнянь:  

1x  виключаємо з усіх рівнянь, крім першого; 

2x – з усіх рівнянь, крім першого і другого; 

3x – з усіх рівнянь, крім першого, другого і третього і т.д. 

Для сумісних систем лінійних рівнянь можливі два випадки:  

1. В останньому рівнянні залишиться одне невідоме. Тоді система матиме єдиний 

розв’язок, який шукається «знизу-вгору». 

2. В останньому рівнянні залишиться більш, ніж одне невідоме. Тоді лишаємо у лівій 

частині цього рівняння лише одну змінну, а інші переносимо у праву частину рівняння і 

називатимемо їх вільними змінними. Вільним змінним можна надавати довільних значень і 

шукати відповідні значення інших невідомих. В цьому випадку система матиме безліч 

розв’язків, тобто буде невизначеною. 

Приклад. Розв’язати систему методом Гаусса: 
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Розв’яжемо цю систему за допомогою матриць: 
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З останньої матриці отримаємо систему: 
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Відповідь:   16;12;9 . 

Метод Гаусса можна модифікувати, якщо робити послідовне виключення змінних з 

усіх рівнянь, крім одного. Це можна зробити за допомогою правила прямокутника. При 

цьому потрібно обирати ведучий елемент (найкраще на кожному кроці вибирати 

«одиницю»), який має міститися по головній діагоналі матриці, що відповідає даній системі 

рівнянь. Удосконалений таким способом метод Гаусса називається методом Гаусса - 

Жордана. 

 Приклад2. Розв’язати систему методом Гаусса - Жордана: 
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З останньої матриці отримаємо: 
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 Відповідь:   1;1;0  . 

Розглянемо систему n лінійних рівнянь з n невідомими: 
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Введемо позначення:        
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Якщо 0 , то розв’язок системи (1.9) шукають за формулами Крамера:                       
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Приклад. Розв’язати систему методом Крамера: 
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Скориставшись формулами Крамера, отримаємо: 
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Тестові завдання до практичного заняття: 
ТЗ 3.1. При якій умові квадратна система лінійних рівнянь  
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– головний визначник системи, має єдиний розв’язок?  

А. 0 .     Б. 0 .     В. 0 .     Г. 0 .  

ТЗ 3.2. При якій достатній умові квадратна система лінійних рівнянь  
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– допоміжні визначники системи,  не має жодного розв’язку?  

А. 0 , 0)(  j
 ),...,2,1( nj  .    

Б. 0 , 0)(  j
,  nj ,...,2,1   .   

В. 0 , 0)(  j
 ),...,2,1( nj  .    

Г. 0 , а хоча б один із визначників ),...,2,1()( njj   відмінний від нуля.  

ТЗ 3.3. Необхідною і достатньою умовою наявності ненульового розв’язку однорідної квадратної 

системи лінійних рівнянь  
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– головний визначник,  є  

А. 0 .      Б. 0 .      В. 0 .      Г. 0 .  

ТЗ 3.4. Система лінійних рівнянь BAX   має безліч розв’язків тоді і тільки тоді, коли   

А. Ранг розширеної матриці  BAC |  менший рангу основної матриці A  і менший числа 

невідомих.   

Б. Ранг розширеної матриці  BAC |  більший рангу основної матриці A , але менший числа 

невідомих.   

В. Ранг розширеної матриці  BAC |  дорівнює рангу основної матриці A  і менший числа 

невідомих.   

Г. Ранг розширеної матриці  BAC |  дорівнює рангу основної матриці A  і дорівнює числу 

невідомих.   

ТЗ 3.5. Яка система двох лінійних рівнянь має розв’язок 4,3  yx ?  
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102

112

yx

yx
.  
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ТЗ 3.6. Яка система двох лінійних рівнянь еквівалентна системі  

                                 









155

93

y

x
 ?   

А. 








72

6

yx

yx
 .                            Б. 









532

6

yx

yx
 .    

В. 








523

62

yx

yx
 .                          Г. 









123

6

yx

yx
 .  

ТЗ 3.7. Які пари систем лінійних рівнянь еквівалентні між собою?  

А. 








52

32

yx

yx
 і 








108

32

y

yx
. Б. 









123

32

yx

yx
 і 








88

32

y

yx
.  

В. 








12

32

yx

yx
 і 








65

32

y

yx
.  Г. 









735

32

yx

yx
 і 








189

32

y

yx
.  

ТЗ 3.8. Яка система двох лінійних рівнянь має єдиний розв’язок?  

А. 









15610

835

yx

yx
 .                      Б. 









11015

323

yx

yx
 .   

В. 








23

43

yx

yx
 .                            Г. 









332

6

yx

yx
 .  

ТЗ 3.9. Яка система двох лінійних рівнянь еквівалентна одному рівнянню з двома невідомими?  

А. 








1062

53

yx

yx
 .                        Б. 









962

53

yx

yx
 .   

В. 








1062

53

yx

yx
 .                        Г. 









952

53

yx

yx
 .  

ТЗ 3.10. Яка система двох лінійних рівнянь має безліч розв’язків?  

А. 








432

3

yx

yx
 .                        Б. 









10214

57

yx

yx
 .   

В. 








42

52

yx

yx
 .                            Г. 









9214

57

yx

yx
 .  

ТЗ 3.11. Яка система двох лінійних рівнянь не має жодного розв’язку?  

А. 








9321

57

yx

yx
 .                        Б. 









10214

57

yx

yx
 .   

В. 








9321

57

yx

yx
 .                        Г. 









10214

57

yx

yx
 .  

ТЗ 3.12. Яка система трьох лінійних рівнянь має розв’язок  

3,2,1  zyx ?  

А. 















62

532

6

zyx

zyx

zyx

 .                   Б. 















62

532

6

zyx

zyx

zyx

 .   

В. 















62

532

6

zyx

zyx

zyx

 .                   Г. 















62

632

6

zyx

zyx

zyx

 .  

ТЗ 3.13. Яка однорідна квадратна система має ненульовий розв’язок?  

А. 















04

0232

02

zyx

zyx

zyx

 .                  Б. 















024

032

02

zyx

zyx

zyx

 .   
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В. 















04

032

02

zyx

zyx

zyx

 .                     Г. 















04

032

022

zyx

zyx

zyx

 .  

ТЗ 3.14. Яка система трьох лінійних рівнянь еквівалентна системі   

                                   














55

42

153

z

y

x

 ?  

А. 















1123

2

6

zyx

zyx

zyx

 .                   Б. 















1923

4

8

zyx

zyx

zyx

 .  

В. 















522

4

8

zyx

zyx

zyx

 .                    Г. 















1923

52

8

zyx

zyx

zyx

 .   

ТЗ 3.15. Яка з систем трьох лінійних рівнянь еквівалентна системі  

                                 














217

93

6

z

zy

zyx
 ?  

А. 

6

2 3

5 2 3 0

x y z

x y z

x y z

  


  
   

 .                  Б. 














1325

32

6

zyx

zyx

zyx

 .  

В. 














0324

32

6

zyx

zyx

zyx

 .                Г. 














1325

22

6

zyx

zyx

zyx

 .  

ТЗ 3.16. Яка система трьох лінійних рівнянь має єдиний розв’язок?  

А. 














355

522

3

yx

yx

zyx

 .                     Б. 














57

522

3

x

yx

zyx

 .   

В. 














326

53

3

zy

zy

zyx

 .                     Г. 














433

1

3

zx

zx

zyx

 .  

ТЗ 3.17. Яка система трьох лінійних рівнянь еквівалентна системі двох рівнянь з трьома 

невідомими?  

А. 














843

532

32

zyx

zyx

zyx

 .                   Б. 














8323

532

32

zyx

zyx

zyx

 .   

В. 














823

532

32

zyx

zyx

zyx

 .                   Г. 














822

532

32

zyx

zyx

zyx

 .  

ТЗ 3.18. Яка система трьох лінійних рівнянь має безліч розв’язків?  

А. 














22

33

1

zyx

zyx

zyx

 .                     Б. 














55

33

1

zyx

zyx

zyx

 .  
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В. 














1232

33

1

zyx

zyx

zyx

 .                  Г. 














623

1

1

zyx

zyx

zyx

 .  

ТЗ 3.19. Яка система трьох лінійних рівнянь не має жодного розв’язку?  

А. 














13265

432

3

zyx

zyx

zyx

 .               Б. 














12

432

3

zyx

zyx

zyx

 .  

В. 














18765

432

3

zyx

zyx

zyx

 .               Г. 














12265

432

3

zyx

zyx

zyx

 .  

ТЗ 3.20. Яка система трьох лінійних рівнянь еквівалентна одному рівнянню з трьома невідомими?   

А. 














141023

211535

752

zyx

zyx

zyx

 .             Б. 














211045

14523

752

zyx

zyx

zyx

 .  

В. 














14104

211536

752

zyx

zyx

zyx

 .             Г. 














141024

211536

752

zyx

zyx

zyx

 .  

ТЗ 3.21. Яка з систем трьох лінійних рівнянь має єдиний розв’язок?  

А. 














537

12

2

zyx

zx

yx

 .                   Б. 














637

12

2

zyx

zx

yx

 .  

В. 














43

12

2

zy

zx

yx

 .                           Г. 














33

12

2

zyx

zx

yx

 .  

ТЗ 3.22. Знайти розв’язки системи      














252

223

64

zyx

zyx

zyx

 .  

А. Rttztytx  ,,34,1112  .                 

Б. Rttztytx  ,,34,1122  .   

В. Rttztytx  ,,24,152  .                

Г. Rttztytx  ,,32,2211  .  

ТЗ 3.23. Знайти розв’язки системи      














453

12

23

zyx

zyx

zyx

 .  

А. Rttztytx  ,,41,73  .                 

Б. Rttztytx  ,,51,25  .   

В. Rttztytx  ,,54,32  .                

Г. Rttztytx  ,,32,78  .  

ТЗ 3.24. Знайти розв’язки системи       













06

022

023

zyx

zyx

zyx

 .  

А. Rttztytx  ,,8,3  .                 

Б. Rttztytx  ,,3,12  .   

В. Rttztytx  ,,4,6  .                

Г. Rttztytx  ,,4,10  .  
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ТЗ 3.25. Яка з систем трьох лінійних рівнянь еквівалентна системі                   














1

33

22

z

zy

zyx

 ?  

А. 














22

12

22

zyx

zyx

zyx

 .                Б. 














02

12

22

zyx

zyx

zyx

 .  

В. 














0

12

22

zyx

zyx

zyx

 .                Г. 














1

1

22

zyx

zyx

zyx

 .  

ТЗ 3.26. Яка з систем трьох лінійних рівнянь еквівалентна системі    

                              














1

33

22

z

zy

zyx

 ?  

А. 














0

12

22

zyx

zyx

zyx

 .                 Б. 














02

12

22

zyx

zyx

zyx

 .  

В. 














22

12

22

zyx

zx

zyx

 .                  Г. 














3

1

22

yx

zyx

zyx

 .  

ТЗ 3.27. Яка з указаних систем двох рівнянь з трьома невідомими еквівалентна системі              














342

03

34

zyx

zyx

zyx

?   

А. 








14

34

zy

zyx
 .                  Б. 









33

34

zy

zyx
 .   

В. 








34

34

zy

zyx
 .                  Г. 









22

34

zy

zyx
 . 

 

Практичне заняття №2. Матриці та основні дії над ними.  
Обернена матриця. 

 
Означення. Матрицею порядку km  називається прямокутна таблиця, що 

складається з m рядків, k стовбців і km чисел, що стоять у ній. 

Матриці записують у вигляді: 

                                       

























mkmmm

k

k

k

km

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

A

...

...............

...

...

...

321

3333231

2232221

1131211

.               

                               

Розглянемо квадратну матрицю n-го порядку: 
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nnnnn

n

n

n

nn

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

A

...

...............

...

...

...

321

3333231

2232221

1131211

.                                              

Означення. Сумою двох матриць )( ijkm aA   і )( ijkm bB  , де kjmi ,1,,1  , 

називається матриця )( ijkm cC  , де ijijij bac  для  kjmi ,1,,1  . 

Означення. Добутком матриці )( ijkm aA   на число     називається матриця 

)( ijkm aA   , де kjmi ,1,,1  . 

Означення. Добутком двох матриць )( irkm aA 
 і )( rjpk bB  , де 

pjkrmi ,1,,1,,1  , називається матриця )( ijpm cC  , де      

            



k

r

rjirkjikjijijiij bababababac
1

332211 ...              (1.11)  

для  pjmi ,1,,1  . 

Приклад. Нехай 













4140

5213
A , 














4232

1135
B . Знайти BA  , A3 . 








 


0312

4148
BA , 














123120

15639
3A . 

Приклад. Нехай 













4140

5213
A , 


























321

210

132

111

B . Знайти BA . 















18512

17810
BA . 

Властивості дій над матрицями: 

1. ;:, ABBABA   

2. );()(:,, CBACBACBA   

3. ;)(:,, BABABA    

4. ;)(:,, AAAA    

5. ABBA   (в загальному випадку); 

6. );()(:,, CBACBACBA   

7. .)(:,, CBCACBACBA   
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Означення. Одиничною матрицею n-го порядку називається така квадратна матриця, в 

якій по головній діагоналі розміщені «одиниці», а інші елементи – нулі. 

Наприклад, одинична матриця 4-го порядку має вигляд: 

                                                       























1000

0100

0010

0001

44E . 

Одинична матриця Е має ту властивість, що при множенні її чи зліва, чи справа на 

довільну матрицю  одержуємо ту ж матрицю. Тобто, для будь-якої матриці А виконуються 

рівності: 

                                                               AAEEA  .                                            (1.12) 

Означення. Матриця В називається оберненою до матриці А, якщо виконуються 

рівності:                                                            EABBA  .                                             (1.13) 

Обернену матрицю до матриці А позначають 1A . 

З означення слідує, що якщо матриця В обернена до матриці А, то і А – обернена до В, 

тобто має місце рівність: 

                                                                  AA  11)( .                                                   (1.14) 

Обернені матриці існують тільки для квадратних матриць А, причому таких, що 

0det A . 

Для знаходження оберненої матриці до матриці А складають матрицю виду:  EA | , 

де Е – одинична матриця того ж порядку, що й А. Утворену матрицю за допомогою 

елементарних перетворень зводять до вигляду:  BE | . Тоді покладають: .1 BA   

Приклад. Знайти обернену матрицю до матриці   



















132

312

123

A . 

Складаємо матрицю: 

|||

100

010

001

132

312

123 

















~














 

100

010

011

132

312

21)1(

~ )1(

122

032

011

510

710

211




























~ 

~ )1(

122

032

011

510

710

211




























~


























122

032

011

510

7)1(0

211

~

12154

032

021

1200

710

501
























 ~  



 - 15 - 

~































12

1

12

5

12

4

0
12

3

12

2

0
12

2

12

1

)1(00

710

501
~





























12

1

12

5

12

4
12

7

12

1

12

4
12

5

12

1

12

8

100

010

001
. 

Звідси отримаємо:























































154

714

518

12

1

12

1

12

5

12

4
12

7

12

1

12

4
12

5

12

1

12

8

1A . 

 

Нехай маємо квадратну матрицю n-го порядку: 

                                          

























nnnnn

n

n

n

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

A

...

...............

...

...

...

321

3333231

2232221

1131211

.                                             (1.15) 

Розглянемо детермінант n-го порядку, що відповідає цій матриці: 

                                           

nnnnn

n

n

n

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

...

...............

...

...

...

321

3333231

2232221

1131211

 .                                               (1.16) 

Означення. Мінором елемента ija детермінанта n-го порядку називається детермінант 

(n-1)-го порядку, який одержується з даного детермінанта викресленням i-того рядка та j-

того стовбця. 

Мінор елемента ija позначається: ijM . 

Означення. Алгебраїчним доповненням елемента ija  називається число:                              

                                                        ij

ji

ij MA  )1( .                                                 (1.17) 

Теорема 

Нехай задано матрицю А рівністю (1.15). Тоді, якщо 0det A , то обернену 

матрицю до матриці А можна обчислити за допомогою рівності: 

                                       


























nnnnn

n

n

n

AAAA

AAAA

AAAA

AAAA

A

...

...............

...

...

...

1

321

3332313

2322212

1312111

1                                          (1.18) 
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Приклад. Знайти обернену матрицю до матриці  























113

215

421

A   за  допомогою  

алгебраїчних  доповнень. 




















332313

322212

312111

1 1

AAA

AAA

AAA

A ,  де 37

113

215

421







 , 

3
11

21
)1( 11

11 


 A , 1
13

25
)1( 21

12  A , 8
13

15
)1( 31

13 


 A ,  

2
11

42
)1( 12

21 



 A , 13

13

41
)1( 22

22 


 A , 7
13

21
)1( 32

23 


 A ,  

8
21

42
)1( 13

31 


 A , 22
25

41
)1( 23

32 


 A , 9
15

21
)1( 33

33  A . 

Звідси: 





















978

22131

823

37

11A . 

Тестові завдання до практичного заняття: 

ТЗ 2.1. Яка матриця називається транспонованою 
TA  до матриці  























mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A









21

22221

11211

?  

А. 



























1)1(

21)1(22

11)1(21

mnmmn

nn

nn

aaa

aaa

aaa









.    Б. 





















mnnn

m

m

aaa

aaa

aaa









21

22212

12111

.  

В. 























n

nmmm

mnmm

aaa

aaa

aaa

11211

)1(2)2(1)1(

21









.        Г. AAT  .    

ТЗ 2.2. Які дві матриці є взаємно транспонованими?  

А. 















 

013

120

101

 і 





















011

120

301

.    Б. 















 

013

120

101

 і 





















011

120

101

.     

В. 















 

013

120

101

 і 

















011

120

301

.         Г. 















 

013

120

101

 і 

















 011

120

301

.     

ТЗ 2.3. Яка квадратна матриця є одиничною?  
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А. 





















111

011

001









E .        Б. 





















100

010

001









E .  

В. 





















100

110

111









E .         Г. 





















1100

0011

0001









E .  

ТЗ 2.4. Сумою яких двох матриць є матриця 








47

18
?  

А. 








72

35
 













54

21
.        Б. 









72

35
 









 34

12
.  

В. 








72

35
 









 47

23
.        Г. 









72

35
 







 

35

23
.  

ТЗ 2.5. Різницею яких двох матриць є матриця 








 113

52
?   

А. 








72

35







 

403

211
.       Б. 









72

35















 

01

45

12

.  

В. 








72

35







 

45

23
.         Г. 









72

35









45

23
.  

ТЗ 2.6. Що називається добутком матриці A  на число  ?  

А. Добутком матриці A  на число   називається нова матриця AC  , яка відрізняється від 

матриці A  тим, що кожний елемент першого рядка матриці A  помножається на число    



















 



mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A









21

22221

11211

.   

Б. Добутком матриці A  на число   називається нова матриця AC  , яка відрізняється від 

матриці A  тим, що кожний елемент першого стовпця матриці A  помножається на число    





























mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A









21

22221

11211

.  

В. Добутком матриці A  на число   називається нова матриця AC  , яка відрізняється від 

матриці A  тим, що кожний елемент матриці A  помножається на число    





























mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A









21

22221

11211

.  

Г. Добутком матриці A  на число   називається нова матриця AC  , яка відрізняється від 

матриці A  тим, що кожний елемент головної діагоналі матриці A  помножається на число    
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mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A









21

22221

11211

.  

ТЗ 2.7. Добутком числа  2   на матрицю  








 41

53
  є  

А. 








 82

106
.                                Б. 









 41

106
.   

В. 








 42

56
.                                Г. 









 81

56
.  

ТЗ 2.8. Що називається добутком матриці A  розміру nm  на матрицю B  розміру pn ?  

А. Матриця ABC   розміру pm , кожний елемент ijc  якої обчислюється за правилом   

njinjijiij bababac  2211 .  

Б. Матриця ABC   розміру pm , кожний елемент ijc  якої обчислюється за правилом   

nijnijijij bababac  2211 .  

В. Матриця ABC   розміру mp , кожний елемент ijc  якої обчислюється за правилом   

niiniiiiij bababac  2211 .  

Г. Квадратна матриця ABC   q -того порядку   pnmq ,,min , кожний елемент ijc  якої 

обчислюється за правилом   qijqijijij bababac  2211 .  

ТЗ 2.9. Добутком яких двох матриць є матриця 








235

123
?  

А. 








12

11
 









140

121
.                Б. 









12

11
 









01

12
.  

В. 








12

11
 









011

112
.                   Г. 









12

11
 

















400

211

013

.  

ТЗ 2.10. Добутком яких двох матриць є матриця 








 65

23
?  

А. 








 13

11









34

11
.                       Б. 









 13

11







 

34

11
.  

В. 








 13

11







 

032

321
.             Г. 









 13

11







 

31

12
.  

ТЗ 2.11. Добутком яких двох матриць є матриця 

















20

13

11

?  

А. 

























012

111

21

10

01

.               Б. 

























20

11

21

11

01

.  
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В. 

























02

11

12

11

01

.                     Г. 

































 103

012

101

12

11

01

.  

ТЗ 2.12. Визначник якої матриці A  дорівнює 18?  

А. 






 


076

511
A .                     Б. 



















76

21

13

A .   

В. 









65

21
A .                              Г. 







 


47

21
A .  

ТЗ 2.13. Визначник якої матриці A  дорівнює 1 ?  

А. 





















501

030

201

A .                     Б. 





















101

110

403

010

A .   

В. 





















013

120

001

A .                   Г. 



















4350

0042

1110

A .  

ТЗ 2.14. Яка з матриць має визначник, що дорівнює 72 ?  

А. 















 



700

240

132

A .                    Б. 

















 



300

1300

140

131

A .  

В. 



















657

044

003

A .                     Г. 



















5367

0050

0004

A .  

ТЗ 2.15. Яка матриця 
1A  називається оберненою до матриці A ?  

А. Квадратна матриця 
1A  того ж порядку, що і A , називається оберненою до A , якщо 

01  AA .     

Б. Квадратна матриця 
1A  того ж порядку, що і A , називається оберненою до A , якщо 

EAAAA   11
, де E  – одинична матриця того ж порядку.    

В. Квадратна матриця 
1A  того ж порядку, що і A , називається оберненою до A , якщо 

AAA 1
.     

Г. Квадратна матриця 
1A  того ж порядку, що і A , називається оберненою до A , якщо 

AAA  1
.        

ТЗ 2.16. Для якої матриці A  існує обернена матриця 
1A ?  

А. Матриця A  повинна бути прямокутною розміру nm , причому кількість рядків m  більша 

кількості стовпців n  )( nm .   

Б. Матриця A  повинна бути квадратною )( nm   і особливою )0(det A .    

В. Матриця A  повинна бути прямокутною розміру nm , причому кількість рядків m  менша 

кількості стовпців n  )( nm .    

Г. Для того, щоб матриця A  мала обернену 
1A  необхідно і достатньо, щоб матриця A  була квад-

ратною )( nm   і неособливою )0(det A .    

ТЗ 2.17. Яка матриця S  називається приєднаною до матриці A ?  
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А. 





















nnnn

n

n

MMM

MMM

MMM









21

22221

11211

.      Б. 





















nnnn

n

n
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AAA

AAA









21

22221

11211

.   

В. 
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n

n

aaa

aaa

aaa









21

22221

11211

.            Г.





















nnnn

n

n

AAA

AAA

AAA









21

22212

12111

.  

(Тут  ijM   і  ijA  – відповідно мінор і алгебраїчне доповнення елемента ija  матриці A ).  

ТЗ 2.18. Нехай матриця S  є приєднаною до матриці A . За якою формулою обчислюється 

обернена матриця 
1A  до матриці A ?  

А. 
TSAA  det1

.                       Б. SAA  det1
.   

В. 
TS

A
A 

det

11
.                      Г. S

A
A 

det

11
.  

ТЗ 2.19. Для якої матриці A  оберненою є матриця  

                              













35

121A ?  

А. 









25

13
A .                             Б. 







 


25

13
A .   

В. 



















10

25

13

A .                         Г. 











125

113
A .  

ТЗ 2.20. Яка матриця є виродженою (особливою)?  

А. 





















1412

0343

0121

.                 Б. 























001

324

412

121

.   

В. 





















513

412

121

.                       Г. 





















313

412

121

.  

ТЗ 2.21. Яка з матриць є виродженою (особливою)?  

А. 








 46

23
.  Б. 









42

23
.  В. 







 

45

23
.  Г. 







 

41

23
.  

ТЗ 2.22. Яка з матриць є невиродженою (неособливою)?  

А. 



















001

433

312

121

.                             Б. 

















1121

0312

0554

.   
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В. 

1 2 1

2 1 3

3 3 4

 
 
 
 
 

.                             Г. 

















1057

312

121

.  

ТЗ 2.23. Для якої матриці A  приєднана матриця S  має вигляд  

                           

























101

111

100

S ?  

А. 



















011

010

111

A .                      Б. 



















011

010

101

A .  

В. 















 



011

110

111

A .                   Г. 



















011

110

111

A .  

ТЗ 2.24. Для якої матриці A  приєднана матриця S  має вигляд  

                                 











35

47
S ?  

А. 











65

53
A .                        Б. 



















01

74

43

A .   

В. 











174

052
A .                   Г. 












74

53
A .  

ТЗ 2.25. Для якої матриці A  обернена матриця має вигляд  

                           























111

010

110
1A ?  

А. 



















011

010

101

A .                     Б.. 



















112

011

101

A  

В. 





















010

011

110

101

A
.                       Г. 



















1011

1010

0111

A .   

ТЗ 2.26. При якій умові квадратна система лінійних рівнянь BAX  , де A  – квадратна матриця, 

X  – матриця-стовпець невідомих, B  – матриця-стовпець вільних членів, має єдиний розв’язок і 

за якою формулою він обчислюється?  

А. A  – особлива матриця )0(det A   і  BAX 1 .  

Б. A  – неособлива матриця )0(det A   і  BAX 1 .  

В. A  – неособлива матриця )0(det A   і  
1 BAX .  

Г. A  – неособлива матриця )0(det A   і  
1 ABAX .  

ТЗ 2.27. За якою формулою обчислюється розв’язок X  матричного рівняння BAX  , де A  – 

квадратна неособлива матриця )0(det A ?  

А. BAX 1 .                                  Б. 
1 BAX .   
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В. BAAX 1 .                               Г. 
1 ABAX .  

ТЗ 2.28. За якою формулою обчислюється розв’язок X  матричного рівняння BXA  , де A  – 

квадратна неособлива матриця )0(det A ?  

А. BAX 1 .                                  Б. 
1 BAX .      

В. BAAX 1 .                                  Г. 
1 ABAX .  

ТЗ 2.29. За якою формулою обчислюється розв’язок X  матричного рівняння CAXB  , де A  і 

B – квадратні неособливі матриці?  

А. 
11  ACBX .                            Б. 

11  BCAX .    

В. 
11  ACBX .                            Г. CBAX 11  .  

ТЗ 2.30. Яке матричне рівняння має розв’язок    12 yx ?  

А.    18
35

23











yx .  Б.    111

35

23











yx .  

В.    71
35

23











yx . Г.    413

35

23











yx .  

ТЗ 2.31. Яке матричне рівняння має розв’язок 

















4

3

y

x
?  

А. 























 

7

2

25

13

y

x
.                Б. 
























 

25

4

25

13

y

x
.  

В. 























 

7

13

25

13

y

x
.              Г. 
























 

23

5

25

13

y

x
.  

ТЗ 2.32. Яке матричне рівняння має розв’язок  

                            213 zyx ?  

А.    433

120

012

301


















zyx .        Б.     1035

120

012

301


















zyx .        

В.   
















120

012

301

zyx   577 .     Г.    1131

120

012

301


















zyx .  

ТЗ 2.33. Яке матричне рівняння має розв’язок 


































1

1

1

z

y

x

?  

А. 


















































3

3

4

120

012

301

z

y

x

.      Б. 


















































5

3

4

120

012

301

z

y

x

.   

В. 


















































3

5

4

120

012

301

z

y

x

.       Г. 


















































3

3

5

120

012

301

z

y

x

.  

ТЗ 2.34. Яке матричне рівняння має розв’язок  
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11

2221

1211

xx

xx
?  



 - 23 - 

А. 
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xx
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11
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2221

1211

xx

xx
.   

ТЗ 2.35. Яке матричне рівняння має розв’язок  
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232221

131211

xxx

xxx
?  

А. 
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232221

131211
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Б. 
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001

11

02

232221

131211
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 .  

В. 














































201

101

100

020

001

10

12

232221
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Г. 
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232221

131211

xxx

xxx
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Практичне заняття №3. Скалярний добуток векторів.  

Векторний добуток векторів. Мішаний добуток векторів 
 

Означення. Скалярним добутком двох векторів називається число, яке дорівнює 

добутку довжин цих векторів на косинус кута між ними: 

                                                     cos baba


,                                            (2.10) 

де ),( ba
 

  – кут між векторами a


 і b


. 

Результатом скалярного добутку векторів є число (скаляр). 

 Властивості скалярного добутку: 

а) алгебраїчні властивості: 

1) abba

  – комутативність, 

2) ),( baba

  ),( baba


  )( baba


   – асоціативна властивість 

відносно числового множника. 

3) cbcacba

 )( , cabacba


 )(  – дистрибутивні закони множення 

відносно додавання. 

Приклад.  bbbabaaababa


68912)34()23( .612 bbbaaa

  

 



 - 24 - 

б) геометричні властивості: 

1) baba


 0  – скалярний добуток дорівнює нулеві тоді і тільки, коли вектори 

перпендикулярні. 

2) 
2

aaa


  – скалярний квадрат вектора дорівнює квадрату його довжини. 

3)                                                     aaa

                                                            (2.11)    

– модуль (довжина) вектора дорівнює кореню квадратному із його скалярного 

квадрата. 

4)                                                       
ba

ba







cos                                                 (2.12) 

– косинус кута між двома векторами дорівнює скалярному добутку цих векторів, 

поділеному на добуток їх довжин. 

Вираз скалярного добутку двох векторів через їх  координати 

 в ортонормованому базисі 

Нехай в ортонормованому базисі },,{ kjiB


  вектори a


 і b


 мають координати: 

),,(),,,( 222111 zyxbzyxa


. Тоді  

                                              
212121 zzyyxxba 


                                            (2.13) 

– скалярний добуток двох векторів в ортонормованому базисі дорівнює сумі попарних 

добутків їх відповідних координат. 

Довжина вектора 

Нехай в ортонормованому базисі },,{ kjiB


  вектор    ),,( zyxa 


. За формулою 

(2.11) отримаємо: 

                                                      222 zyxa 


                                                    (2.14) 

– довжина вектора дорівнює кореню квадратному із суми квадратів його координат. 

 

Приклад. Нехай ).5,1,3(),1,2,2( ba


  Знайти кут між векторами a


 і b


. 

За формулою (2.12): 

35

3

359

9

5131)2(2

511)2(32
cos

222222















ba

ba




 . 

Кажуть, що вектори a


, b


 і c


 утворюють праву трійку (або репер ( a


,b


,c


) – додатно 

орієнтований), якщо вони розміщені в просторі проти годинникової стрілки (мал.11). 
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                                                                 c


 

                                                                          b


 

                                            

                                                                     a


 
                                        
                                                                      мал. 11 

Вектори a


, b


 і c


 утворюють ліву трійку (репер ( a


,b


, c


) – від’ємно орієнтований), 

якщо вони розміщені в просторі за годинниковою стрілкою (мал.12). 

 

 

  

                                                                 c


 

                                                                             a


 

                                            

                                                                         b


 

                                          
                                                                      мал. 12 

Означення. Векторним добутком двох векторів називається вектор, довжина якого 

дорівнює добутку довжин цих векторів на синус кута між ними; цей вектор 

перпендикулярний до кожного з перемножуваних векторів і утворює з ними праву трійку 

(мал.13): 

 

                              ba

                                                            sin baba


              (2.15)  

                                                        b


                                                

                                                          a


                           

               
                                                  мал. 13 

Результатом векторного добутку векторів є вектор. 

 

Властивості векторного добутку: 

а) алгебраїчні властивості: 

1)    abba

  – антикомутативність, 

2)    ,baba

     ,baba


     baba


   – асоціативна властивість 

відносно числового множника. 

3)      cbcacba

 )( ,      cabacba


 )(  – дистрибутивні закони 

множення відносно додавання. 
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б) геометричні властивості: 

1)     bbaaba


 , , 

2)   baba

,,  – права трійка, 

3)   baba


||0  – векторний добуток дорівнює нулеві тоді і тільки, коли вектори 

колінеарні, 

4)                                Sпар-ма=  ba

                                                   (2.16) 

– модуль векторного добутку дорівнює площі паралелограма, побудованого на цих 

векторах (віднесених до спільного початку – мал. 14). 

                                                                   

                                                      b


                                               

                                                                    a


         
                                                                          мал. 14  

5)                                                     baS



2

1
                                                    (2.17) 

Вираз векторного добутку двох векторів через їх  координати 

 в ортонормованому базисі 

Нехай в ортонормованому базисі },,{ kjiB


  вектори a


 і b


 мають координати: 

),,(),,,( 222111 zyxbzyxa


. Тоді 

                                                     
222

111

zyx

zyx

kji

ba




                                                     (2.18) 

– векторний добуток двох векторів в ортонормованому базисі дорівнює детермінанту 

третього порядку, в першому рядку якого стоять базисні вектори kji


,, , в другому рядку – 

координати першого множника, в третьому рядку – координати другого множника. 

 

Приклад. Вершини трикутника ABC  мають координати: ),2,1,1( A  ),2,6,5( B  

).1,3,1( C  Обчислити площу трикутника і довжину висоти, опущеної з вершини B  на 

сторону AC  (мал. 15). 

                                        B   
                                       

                                                                     

    

      

                                                              A         K                  C   

       
                                                                         мал. 15 
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Площу трикутника обчислюватимемо за формулою:  BCBAS 
2

1
. З іншого боку: 

BKACS 
2

1
. Звідси:   .

2

1

2

1
BKACBCBA   З останньої рівності отримаємо:    

 
AC

BCBA
BK


 . )0,5,4()22,61,51( BA , )0,5,4()21,63,51( BC .            

  kji

kji

BCBA




161215

394

054 



 ,тобто   )16,12,15(  BCBA . 

  25625)16()12()15( 222 BCBA , 5,1225
2

1
S (кв. од.) 

)3,4,0()21,13,11( AC , 5916  ACAC . 

5
5

25
BK (од.) 

Означення. Мішаним добутком трьох векторів називається число, яке дорівнює 

скалярному добутку векторного добутку перших двох векторів на третій: 

                                                       cbacba

 .                                                       (2.19) 

Теорема (геометричний зміст мішаного добутку) 

Модуль мішаного добутку трьох векторів дорівнює об’єму паралелепіпеда, 

побудованого на цих векторах (віднесених до спільного початку – мал.16). Мішаний добуток 

– додатне число, якщо вектори утворюють праву трійку; від’ємне число, якщо вектори 

утворюють ліву трійку і дорівнює нулю тоді і тільки тоді, коли всі вектори компланарні. 

                                                                                                     

                                                                                

                                                       
                         

                                   

                                                      c


                                  

                                           b


                                               

                                                       a


         
                                                               
                                                               мал. 16  
 

Тобто, мішаний добуток має такі властивості: 

1)                                         Vпар-да= cba

 ,                                                  (2.20) 

2) 0 cba


, коли ),,( cba


 – права трійка, 0 cba


, коли ),,( cba


 – ліва трійка, 

3) 0 cba


 тоді і лише тоді, коли вектори cba


,,  компланарні.  
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За допомогою мішаного добутку трьох векторів можна також обчислювати об’єм 

трикутної призми та трикутної піраміди, побудованих на цих векторах (мал. 17, 18). 

 

 

 

 

 

                c


                                                                     Vтр.призми= cba



2

1
                 (2.21) 

                  b


 

 

                          a


 

 
                        мал. 17 

 

 

 

 

 

                      c


                                                              Vтр.пір.= cba



6

1
                     (2.22) 

                     b


 

 

                    a


 

 
                           мал. 18 

 

 

Вираз мішаного добутку трьох векторів через їх  координати 

 в ортонормованому базисі 

Нехай в ортонормованому базисі },,{ kjiB


  вектори a


, b


 і c


 мають координати: 

),,(),,,(),,,( 333222111 zyxczyxbzyxa


. Тоді 

                                              

333

222

111

zyx

zyx

zyx

cba 


                                                      (2.23)  

– мішаний добуток трьох векторів дорівнює детермінанту третього порядку, в першому 

рядку якого стоять координати першого вектора, в другому – координати другого вектора, в 

третьому – координати третього вектора.            

Приклад. Обчислити об’єм і висоту трикутної піраміди (мал.19), побудованої на 

векторах: ).4,3,3(),1,1,2(),3,2,1(  cba
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                                                                  S 

      

 

                                                    c


                                        
                                                                  h      

                                                  b


 

 

                                                   a


           O 

                                  
                                                    мал. 19 

Об’єм піраміди обчислюватимемо за формулою: Vтр.пір.= cba



6

1
. З іншого боку: 

Vтр.пір.=
3

1
Sосн. h . Звідси: cba




6

1
=

3

1
Sосн. h . З останньої рівності отримаємо: 

.2 îñíS

cba
h








. 

416391864

433

112

321









 cba


, Vтр.пір.=
3

2
4

6

1
  (куб. од.) 

Sосн.=  ba



2

1
, де   kji

kji

ba





571

112

321 



 . Тоді   )5,7,1(ba


,      

Sосн.=
2

35
75

2

1
25491

2

1
  (кв. од.), 

35

4

2

35
2

4




h  (од.) 

Тестові завдання до практичного заняття: 

ТЗ 4.1. Що називається проекцією вектора AB  на вісь l


?  

А. Проекцією вектора AB  на вісь l


 називається число ABпр
l
 , яке дорівнює довжині відрізка 

ll BA  між проекціями відповідно початку A  і кінця B  вектора на вісь l


.   

Б. Проекцією вектора AB  на вісь l


 називається число ABпр
l
 , яке дорівнює довжині відрізка 

ll BA  між проекціями відповідно початку A  і кінця B  вектора на вісь l


, причому довжина 

береться зі знаком "" , якщо вектор 


ll BA  співнапрямлений з віссю l


  


 lBA ll ,  або довжина 

береться зі знаком "" , якщо вектор 


ll BA  напрямлений протилежно осі l


  


 lBA ll .  

В. Проекцією вектора AB  на вісь l


 називається число ABпр
l
 , яке дорівнює сумі довжин 

відрізків lAA  і lBB , де lA  і lB  – проекції відповідно початку A  і кінця B  вектора AB  на вісь 

l


.  

Г. Проекцією вектора AB  на вісь l


 називається вектор ABпр
l
 , який дорівнює сумі векторів 



lAA  і 


lBB , де lA  і lB  – проекції відповідно початку A  і кінця B  вектора AB  на вісь l


.  

ТЗ 4.2. Чому дорівнює проекція суми  )( baпр
l

 ?  
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А. bпрaпрbпрaпрbaпр
lllll
  2)( .   Б. bпрaпрbaпр

lll
  )( .   

В. bпрaпрbaпр
lll
  )( .                            Г. bпрaaпрbbaпр

lll
  )( .  

ТЗ 4.3. Проекція bпрa


  вектора b


 на вектор a


 дорівнює  

А. ),(sin|| baabпрa






 .              Б. ),cos(|| baabпрa






 .  

В. ),cos(|| babbпрa






 .              Г. ),sin(|| babbпрa






 .  

ТЗ 4.4. Напрямні косинуси  cos,cos,cos  вектора a


 зв’язані співвідношенням  

А. 1coscoscos 222  .        Б. 
2222 ||coscoscos a


 .  

В. 1coscoscos  .                Г. 1|cos||cos||cos|  .  

ТЗ 4.5. В якому випадку 0aпр
l


 ?  

А. Вектор a


 паралельний до осі l


.             Б. Вектор a


 утворює з віссю l


 кут 
30 .     

В. Вектор a


 утворює з віссю l


 кут 
45 .     Г. Вектор a


 перпендикулярний до осі l


.  

ТЗ 4.6. Чому дорівнюють координати вектора AB , якщо відомі координати його початку 

),,( AAA zyxA  і кінця ),,( BBB zyxB ?  

А. );;( BABABA zzyyxxAB  .     Б. );;( BABABA zzyyxxAB  .  

В. );;( ABABAB zzyyxxAB  .       Г. );;( BABABA zzyyxxAB  .  

ТЗ 4.7. Як обчислюється модуль (довжина) вектора  

                             kajaiaa zyx


 ?  

А. zyx aaaa 


 .            Б. 
222

zyx aaaa 


 .  

В. 
222

zyx aaaa 


 .       Г. 
222

zyx aaaa 


 .  

ТЗ 4.8. Що називається добутком a  вектора a


 на скаляр  ?  

А. Добутком вектора a


 на число   називається вектор a , який має такі властивості:  1) 

| | | | | |a a   ;  2) якщо 0  , то 00


a ;  якщо 0  , то a a  ;  якщо 0  , то a a  .  

Б. Добутком вектора a


 на число   називається вектор a , який має такі властивості:  1) 

| | | |a a   ;  2) якщо 0  , то 00


a ;  якщо 0  , то a a  ;  якщо 0  , то a a  .  

В. Добутком вектора a


 на число   називається вектор a , який має такі властивості:  1) 

| | | | | |a a   ;  2) якщо 0  , то 00


a ;  якщо 0  , то a a  .  

Г. Добутком вектора a


 на число   називається вектор a , який має такі властивості:  1) 

| | | |a a   ;  2) якщо 0  , то 00


a ;  якщо 0  , то a a  .  

ТЗ 4.9. Довжина якого з векторів дорівнює 5a


?  

А. kjia


423  .                    Б. kjia


3223  .  

В. kjia


3222  .               Г. kjia


423  .  

ТЗ 4.10. Що називається скалярним добутком ba

  векторів a


 і b


?  

А. Скалярним добутком векторів bіa


 називається число, яке дорівнює   ),(cos bababa
 

 .  
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Б. Скалярним добутком векторів bіa


 називається число, яке дорівнює   ),(sin bababa
 

 .   

В. Скалярним добутком векторів bіa


 називається число, яке дорівнює   baba


 .  

Г. Скалярним добутком векторів bіa


 називається число, яке дорівнює   ),(cos bababa
 

 .  

ТЗ 4.11. Чому дорівнює скалярний добуток ba

  векторів  

              kajaiaa zyx


   і  kbjbibb zyx


 ?  

А. zzyyxx babababa 


.    Б. zzyyxx babababa 


.  

В. xzzyyx babababa 


.   Г. zzyyxx babababa 


.  

ТЗ 4.12. Чому дорівнює косинус кута ba
 

 ,  між двома векторами kajaiaa zyx


   і  

kbjbibb zyx


 ?  

А. 
222222

),(cos

zyxzyx

zzyyxx

bbbaaa

bababa
ba






 
 .  

Б. 
222222

),(cos

zyxzyx

zzyyxx

bbbaaa

bababa
ba






 
 .  

В. 
222222

),(cos

zyxzyx

zzyyxx

bbbaaa

bababa
ba






 
 .   

Г. 
222222

),(cos

zyxzyx

zzyyxx

bbbaaa

bababa
ba






 
 .   

ТЗ 4.13. Для того, щоб ненульові вектори a


 і b


 були ортогональними (перпендикулярними) 

ba


 , необхідно і достатньо, щоб  

А. 0ba


.   Б. 0ba


.      В. 0ba


.   Г. 0ba


.  

ТЗ 4.14. Для того, щоб ненульові вектори  kajaiaa zyx


  і  kbjbibb zyx


   були 

колінеарними (паралельними)  ba


|| , необхідно і достатньо, щоб  

А. 0 xzzyyx bababa .        Б. 0 zzyyxx bababa .  

В. 
z

z

y

y

x

x

b

a

b

a

b

a
 .                      Г. 

z

z

y

y

x

x

b

a

b

a

b

a
  .  

ТЗ 4.15. Які два вектори  a


 і b


 ортогональні (перпендикулярні)?  

А. 









kjib

kjia




32
 .                  Б. 









kjib

kjia




32
 .  

В. 









kjib

kjia




523
 .               Г. 









kjib

kjia




523
 .  

ТЗ 4.16. Які два вектори утворюють між собою гострий кут )0(cos  ?  
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А. 









kjib

kjia




3

432
 .                Б. 









kjib

kjia




2

432
 .  

В. 









kjib

kjia




2

32
 .                   Г. 









kjib

kjia



432

 .  

ТЗ 4.17. Які два вектори утворюють між собою тупий кут )0(cos  ?  

А. 









kjib

kjia




53

2
 .                 Б. 









kjib

kjia




3

2
 . 

В. 









kjib

kjia




32

2
 .                  Г. 









kjib

kjia




532

2
 .  

ТЗ 4.18. Для яких двох векторів a


 і b


 кут   між ними дорівнює 3  

  213coscos  ?  

А. 









jib

kia




32

3
 .                 Б. 









jib

kja




36

3
 .   

В. 









kjb

kia




32

3
 .                   Г. 









kib

kja




36

3
 .  

ТЗ 4.19. Які два вектори колінеарні (паралельні)?  

А. 









kjib

kjia




864

432
 .             Б. 









kjib

kjia




864

432
 .  

В. 









kjib

kjia




864

432
 .           Г. 









kjib

kjia




864

432
 .  

ТЗ 4.20. Який з векторів утворює з віссю Ox  напрямний кут 
60  

 2160cos,cos  
aax ?  

А. kjia


42  .                Б. kjia


332  .  

В. kjia


23  .                 Г. kjia


322  .  

ТЗ 4.21. Який з векторів утворює з віссю Oy  напрямний кут 
45  

 2245cos,cos  
aay ?  

А. kjia


 2 .                     Б. kjia


 2 .  

В. kjia


22  .                   Г. kjia


2 .  

ТЗ 4.22. Який з векторів утворює з віссю Oz  напрямний кут 
30  

 2330cos,cos  
aaz ?  

А. kjia


32  .                   Б. kjia


32  .  

В. kjia


3
2

3

2

1
 .           Г. kjia


2

2

3

2

2
 .  

ТЗ 4.23. Що називається векторним добутком a b    вектора a


 на вектор b


?  

А. Векторним добутком a b    називається вектор c


, який задовольняє умовам:   1) 
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),(sin babac
 

 ;   2) bcac


||, ;   3) якщо вектори cba


,,  відкласти від однієї точки, то з 

кінця вектора c


 найкоротший поворот вектора a


 до суміщення з век-тором b


 видно 

здійснюваним проти ходу годинникової стрілки.  

Б. Векторним добутком a b  
 називається вектор c


, який задовольняє умовам:   1) 

),(cos babac
 

 ;   2) bcac


 , ;   3) якщо вектори cba


,,  відкласти від однієї точки, то з 

кінця вектора c


 найкоротший поворот вектора a


 до суміщення з век-тором b


 видно 

здійснюваним проти ходу годинникової стрілки.  

В. Векторним добутком a b    називається вектор c


, який задовольняє умовам:   1) 

),(sin babac
 

 ;   2) bcac


 , ;   3) якщо вектори cba


,,  відкласти від однієї точки, то з 

кінця вектора c


 найкоротший поворот вектора a


 до суміщення з вектором b


 видно 

здійснюваним проти ходу годинникової стрілки.  

Г. Векторним добутком a b    називається вектор c


, який задовольняє умовам:   1) 

),(sin babac
 

 ;   2) bcac


 , ;   3) якщо вектори cba


,,  відкласти від однієї точки, то з 

кінця вектора c


 найкоротший поворот вектора a


 до суміщення з вектором b


 видно 

здійснюваним за ходом годинникової стрілки.  

ТЗ 4.24. Векторний добуток a b    векторів a


 і b


 дорівнює нулю, якщо  

А. Вектори a


 і b


 перпендикулярні )( ba


 .    

Б. Вектори a


 і b


 колінеарні  ba


|| .    

В. Вектори a


 і b


 утворюють між собою кут 4, 


ba


.    

Г. Вектори a


 і b


 утворюють між собою кут 6, 


ba


. 

ТЗ 4.25. Чому дорівнює векторний добуток a b    векторів  

              kajaiaa zyx


   і  kbjbibb zyx


 ?  

А. x y z

x y z

i j k

a b a a a

b b b

  
   .          Б. x y z

x y z

i j k

a b b b b

a a a

  
   .  

В. x y z

x y z

i j k

a b a a a

b b b

   
   .       Г. 

x x

y y

z z

i b a

a b j b a

k b a

  
   .   

ТЗ 4.26. Модуль (довжина) векторного добутку a b    дорівнює  

А. | || | sin( , )a b a b a b


    .       Б. 
| |

sin( , )
| |

a
a b a b

b



    .  

В. | || | cos( , )a b a b a b


    .      Г. 
| |

sin( , )
| |

b
a b a b

a



   
.     

ТЗ 4.27. Як розташований векторний добуток a b c     по відношенню до векторів a


 і b


?  
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А. ; ||a b c a c b    
.             Б. || ; ||a b c a c b   

.  

В. || ;a b c a c b     .            Г. ;a b c a c b      .  

ТЗ 4.28. Для якої пари векторів площа паралелограма, побудованого на них, як на сторонах, 

дорівнює 26S  кв.од.?  

А. 









kjib

kjia




32
 .                Б. 









kjib

kjia




32
 .  

В. 









kjib

kjia




32
 .                Г. 









kjib

kjia




32
 .  

ТЗ 4.29. Для якої пари векторів векторний добуток a b    колінеарний (паралельний) до вектора 

kjic


628  ?  

А. 









kjib

kjia




32
 .                Б. 









kjib

kjia




32

3
 .  

В. 









kjib

kjia




322
 .              Г. 









kjib

kjia




32
 .  

ТЗ 4.30. Для якої пари векторів їх векторний добуток a b    дорівнює нулю?  

А. 









kjib

kjia




24

32
 .               Б. 









kjib

kjia




424

22
 .  

В. 









kjib

kjia




33

232
 .             Г. 









kjib

kjia




336

2
 .  

ТЗ 4.31. Для якої пари векторів їх векторний добуток a b    ортогональний (перпендикулярний) 

до вектора kjic


 22 ?   

А. 









kjib

kjia




2

23
 .               Б. 









kjib

kjia




22

3
 .  

В. 









kjib

kjia




244

3
 .             Г. 









kjib

kjia




44

22
 .  

ТЗ 4.32. Чому дорівнює мішаний добуток a b c   трьох векторів  

kajaiaa zyx


 , kbjbibb zyx


  і kcjcicc zyx


 ?  

А. 

x y z

x y z

x y z

a a a

a b c b b b

c c c

   .         Б. 

x y z

x y z

x y z

a a a

a b c c c c

b b b

   .  

В. x y z

x y z

i j k

a b c a a a

b b b

   .         Г. x y z

x y z

i j k

a b c b b b

c c c

   .  

ТЗ 4.33. В якому випадку мішаний добуток трьох векторів a b c   дорівнює нулю?  



 - 35 - 

А. Вектори cba


,,  взаємно перпендикулярні.    

Б. Вектори cba


,,  лінійно незалежні.    

В. Вектори cba


,,  – компланарні (розташовані в одній площині або в паралельних площинах).    

Г. Вектор ba


  перпендикулярний до вектора c


.  

ТЗ 4.34. Для якої трійки векторів cba


,,  їх мішаний добуток a b c   дорівнює нулю?  

А. 















kjic

kjib

kjia







23

232

3

 .              Б. 















kjic

kjib

kjia







23

232  .  

В. 















kjic

kjib

kjia







223

332  .              Г. 















kjic

kjib

kjia







322

23  .  

ТЗ 4.35. Яка трійка векторів , ,a b c  є правою?  

А. 















kjic

jib

ia







6

52

3

 .                   Б. 















kjic

jib

ia







2

52

3

 .  

В. 















kjic

jib

ia







5

32

3

 .                   Г. 















kijc

jib

ia







4

52

2

 .  

ТЗ 4.36. Яка трійка векторів cba


,,  є  лівою?  

А. 















kjic

jib

ia







6

52

3

 .                   Б. 















kjic

jib

ia







4

52

3

 .  

В. 















kc

kjb

kjia







5

2

3

 .                   Г. 















kc

kjb

kjia







5

2

 .  

ТЗ 4.37. Яка трійка векторів cba


,,  є ребрами паралелепіпеда, об’єм якого дорівнює 2V  

куб.од.?  

А. 















kjc

jib

kia







2  .                         Б. 















kic

kjb

kia







 .   

В. 















kic

kjb

kia







2

2  .                         Г. 















jic

kjb

kia






3

 .  

ТЗ 4.38. Які три вектори cba


,,  утворюють базис у тривимірному просторі?  

А. Вектори cba


,,  утворюють у просторі базис, якщо вони лінійно залежні.    
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Б. Вектори cba


,,  утворюють у просторі базис, якщо їх мішаний добуток 0a b c   .    

В. Вектори cba


,,  утворюють у просторі базис, якщо cba


|||| .  

Г. Вектори cba


,,  утворюють у просторі базис, якщо вони лінійно незалежні.    

ТЗ 4.39. Яка трійка векторів cba


,,  лінійно незалежна?  

А. 















kjic

kjib

kjia







333

42

2

 .                  Б. 















kjic

kjib

kjia







34

225  .  

В. 















kjic

kjib

kjia







234

42  .                  Г. 















kjic

kjib

kjia







344

23

3

 .  

ТЗ 4.40. Яка трійка векторів cba


,,  лінійно залежна?  

А. 















kjic

kjib

kjia







232

52

3

 .                  Б. 















kjic

kjib

kjia







323

42  .  

В. 
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kjib

kjia







32

22  .                    Г. 
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kjib

kjia







25

36  .  

ТЗ 4.41. Яка трійка векторів cba


,,  утворює базис у просторі?  

А. 















kic

kjb

kia







 .                             Б. 















kjic

kjb

kia







3

2

 .    

В. 















jic

kib

kja







2

2

 .                           Г. 
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kjb

kia







 .  

 

Практичне заняття №4. Різні способи задання прямої 
 

1. Канонічне рівняння прямої. 

Означення. Напрямним вектором прямої l  називається такий ненульовий вектор p


, 

який паралельний до цієї прямої. 

Нехай пряма l  задана точкою ),( 000 yxM  і напрямним вектором ),( mlp


. Написати 

рівняння цієї прямої. 

Візьмемо довільну точку lyxM ),(  (мал. 31) 
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                                      y 

                                                                                              

                                                              p


                            

                                                               ),( yxM   l    

                                          ),( 000 yxM                                                                      

                                   

                                                       

 

                                 O                                                       x                                                        
                                                       мал. 31          

Для будь-якого положення точки M  на прямій l : pMM ||0 , де 

),( 000 yyxxMM  , ),( mlp


. З умови колінеарності двох векторів (2.8) отримаємо: 

                                                  l : 
m

yy

l

xx 00 



                                                          (3.1) 

– канонічне рівняння прямої. 

Приклад. Скласти рівняння прямої l , що проходить через точку )3,5( A  з напрямним 

вектором )5,4(p


. 

Скористаємось рівнянням (3.1) 

                                                 l :     
5

3

4

5 


 yx
. 

 

2. Параметричні рівняння прямої. 

Нехай дано такі ж початкові умови, що й у попередньому пункті. Тоді отримаємо 

рівняння (3.1). Введемо в це рівняння параметр t :                         

                                                  t
m

yy

l

xx





 00 . 

З   останніх   рівностей   отримаємо  систему:          








,

,

0

0

mtyy

ltxx
                                 

яку запишемо у вигляді: 

                                                  l : 








mtyy

ltxx

0

0 ,
                                                               (3.2) 

– параметричні рівняння прямої. 

Геометричний зміст параметра t 

Для будь-якого положення точки M  на прямій знайдеться таке дійсне число t , що 

координати цієї точки виражаються формулами (3.2). І навпаки: 

Для довільного дійсного числа t  пара чисел, знайдених за формулами (3.2) є 

координатами точки, яка належить прямій. 
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Приклад. Скласти параметричні рівняння прямої l , що проходить через точку 

)1,2( A  з напрямним вектором )2,3(p


. 

Параметричні рівняння прямої згідно із системою (3.2) матимуть вигляд: 

                                                    








.12

,23

ty

tx
 

3. Пряма, задана двома точками. 

Нехай пряма l  задана двома точками: ),( 111 yxM , ),( 222 yxM . Написати рівняння цієї 

прямої. 

Виберемо за початкову точку 1M , за напрямний вектор візьмемо 

),( 121221 yyxxMM   (мал. 32). 

 

                                 y 

                                                                                              

                                                                                          

                                                  l    ),( 111 yxM                

                                                                           ),( 222 yxM                                       

                                         

                                                       

 

                                 O                                                       x                                                        
                                                     мал. 32          

Використавши канонічне рівняння прямої (3.1), отримаємо: 

                                                  l :  
12

1

12

1

yy

yy

xx

xx









                                                      (3.3) 

– рівняння прямої через дві точки. 

 

Приклад. Написати рівняння прямої l , що проходить через точки )5,3(A , )4,2(B . 

З рівняння (3.3) отримаємо: 

              
54

5

32

3








 yx
,               або              l : 

1

5

5

3






 yx
.  

4. Загальне рівняння прямої.  

Канонічне рівняння (3.1) можна записати у вигляді: 

                               000  lymxlymx . 

Бачимо, що пряма задається лінійним рівнянням відносно змінних yx, . Виникає 

запитання: що задає будь-яке лінійне рівняння на площині? 

Теорема 

Рівняння                                             0 CByAx ,                                                    (3.4)  
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де А і В одночасно не рівні нулю, задає пряму з напрямним вектором ),( ABp 


.                           

Доведення. Рівняння (3.4) на площині задає деяку лінію. Скориставшись 

коефіцієнтами цього рівняння, виберемо на площині точку )0,(0
A

C
M   (при умові, що 0A ). 

Напишемо рівняння прямої l , що проходить через точку 
0M  з напрямним вектором 

),( ABp 


. Використаємо рівняння (3.1): 

                                                    
A

y

B

A

C
x

0





,                                                                            

з якого отримаємо:  

                                                 l : 0 CByAx .                                                             

Отже, рівняння (3.4) задає пряму.             

                                                                                                                      Теорему доведено                                                               

Рівняння (3.4) називається загальним рівнянням прямої. 

Приклад. Написати загальне рівняння прямої l , що проходить через точки )1,4( A , 

)3,5( B . 

За формулою (3.3) отримаємо: 

                     
2

1

1

4






 yx
,                або               l :   072  yx . 

5. Пряма у «відрізках» на осях. 

Нехай пряма l , яка не проходить через початок координат, відтинає на осі Ох відрізок 

а, на осі Оу – відрізок b (мал. 33). Написати рівняння цієї прямої. 

                                      y                                                        
                                     ),0(2 bM                                                   

                                                                    

                                                l                                                                   

                    b                                    

                                                       
                                                                )0,(1 aM  

                                O                                                       x                                                        

                                                  a       
                                          мал. 33          

Шукатимемо рівняння прямої l  у вигляді (3.4):                                                  

                                 l : 0 CByAx  

00)0,(1  CBaAlaM . Звідси: 
a

C
A  . 

00),0(2  CbBAlbM . Звідси: 
b

C
B  . 

Підставимо ці значення А і В в рівняння (3.4): 
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                                 0 Cy
b

C
x

a

C
.                           

Оскільки пряма не проходить через початок координат, то 0C . Тому останнє 

рівняння можна поділити на С: 

                                   01 
b

y

a

x
. 

З цього рівняння отримаємо: 

                                                          l :   1
b

y

a

x
                                                           (3.5) 

– рівняння прямої у «відрізках» на осях. 

Приклад. Побудувати пряму l , що проходить через точку )1,6(A  з напрямним 

вектором )5,3(p


. 

З канонічного рівняння прямої дістанемо: 

                      
5

1

3

6 




 yx
,              або            3335  yx . 

Поділимо обидві частини рівняння на 33: 

                                                     1
33

3

33

5


yx
. 

Остаточно одержимо: 

                                                  l : 1
11

5
33


yx

. 

Останнє рівняння є рівнянням прямої у «відрізках» на осях. Тому шукана пряма 

відсікає на осі Ох відрізок 6,6
5

33
 , а на осі Оу відрізок 11 (мал. 34). 

                                      y                                                        

                                                                                       

                                    11                               

                                                                                                                 

                                l                       

                                                       

                                                6,6                

                                O                                 x                                                        
                                                   мал. 34          

6. Пряма з кутовим коефіцієнтом. 

Нехай задано напрямний вектор ),( mlp


 прямої l . 

Означення. Кутовим коефіцієнтом прямої називається відношення ординати до 

абсциси її напрямного вектора: 

                                                        
l

m
k  . 
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Написати рівняння прямої l , яка відтинає на осі Оу відрізок b і має кутовий 

коефіцієнт k (мал. 35). 

                                      y                                                        
                                     ),0( bM                                                   

                                                                    

                                                l                                                                   

                     b                                    

                                                       

                                                                 

                                 O                                                       x                                  
                                             мал. 35          

Запишемо координати напрямного вектора прямої у вигляді: 

                             ),1(),1(),( kl
l

m
lmlp 


. 

Оскільки ),1(||),1( kkl , то напрямним до прямої буде також вектор ),1(1 kp


. 

Використаємо канонічне рівняння прямої (3.1): 

                                             
k

byx 




1

0
.                                                                            

Звідки отримаємо: 

                                                               l : bkxy                                                       (3.6) 

– рівняння прямої з кутовим коефіцієнтом. 

7. Пряма, задана точкою і кутовим коефіцієнтом. 

Написати рівняння прямої l , яка проходить через точку ),( 000 yxM  і має кутовий 

коефіцієнт k. 

Шукатимемо рівняння прямої l  у вигляді (3.6): 

                                        bkxy  ,  

          bkxylyxM  00000 ),( . 

Віднімемо від рівняння (3.6) попереднє рівняння. Дістанемо: 

                                                       l :  )( 00 xxkyy                                                   (3.7) 

– рівняння прямої, заданої точкою і кутовим коефіцієнтом. 

Приклад. Скласти рівняння прямої l , яка має кутовий коефіцієнт 3k  і проходить 

через точку )1,3( A . 

З рівняння (3.7) дістанемо: 

               )3(31  xy ,       або      l :  103  xy . 

8. Пряма, задана точкою і нормованим вектором. 

Означення. Нормованим вектором прямої l  називається такий ненульовий вектор n


, 

який перпендикулярний до цієї прямої. 
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Теорема 

Коефіцієнти А і В в загальному рівнянні прямої  l : 0 CByAx  є координатами 

нормованого вектора цієї прямої, тобто ),( BAn 


. 

 Доведення. Напрямний вектор прямої l  має координати: ),( ABp 


. Знайдемо 

скалярний добуток: 0)(  ABBApn


. Звідси, за властивостями скалярного добутку 

pn


 , а тому ln 


. Отже, ),( BAn 


 – нормований вектор прямої l .             

                                                                                                                      Теорему доведено                                                               

З попередньої теореми отримаємо, що із загального рівняння прямої можна дістати 

координати її напрямного і нормованого векторів (мал. 36). 

  

  

 

                                               ),( ABp 


                 ),( BAn


 

 

                                                            l               

     
                                                                         мал. 36          

Нехай пряма задана точкою ),( 000 yxM  і нормованим вектором ),( n


. Написати 

рівняння цієї прямої. 

Візьмемо довільну точку lyxM ),(  (мал. 37). 

 

                                 y                                                        

                                              l                                       

                                                     ),( 000 yxM              

                                                                                                                  

                                          

                                       n


                         ),( yxM  

                                                                 

                                 O                                                       x                                  
                                               мал. 37          

Для будь-якого положення точки M  на прямій l : nMM 0 , де 

),( 000 yyxxMM  , ),( n


. Тоді 00 nMM . Звідси: 

                                                l :  0)()( 00  yyxx                                             (3.8) 

– рівняння прямої, заданої точкою і нормованим вектором. 

Приклад. Скласти рівняння прямої 1l , яка проходить через точку )1,4(A  

перпендикулярно до прямої l : 0652  yx . 
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Напрямний вектор прямої l  має координати: )2,5(),(  ABp


. Але оскільки 1ll  , 

то напрямний вектор прямої l  є нормальним вектором прямої 1l , тобто: )2,5(1  np


. 

Скориставшись рівнянням (3.8), отримаємо:   

    0)1(2)4(5  yx            або             l :  02225  yx . 

9. Нормальне рівняння прямої. 

Написати рівняння прямої l , заданої одиничним нормальним вектором 

)sin,(cos0 n


 і віддаллю   від початку координат до прямої. 

Нехай Н – основа перпендикуляра, опущеного з початку координат на пряму(мал. 38).  

                                     y                                                        

                                                 l                                       

                                                      H           
                                                                                                                  

                                          

                                     
0n


                     

                                                                 

                                 O                                                       x                                  
                                                  мал. 38          

Оскільки 
0n


 – одиничний нормований вектор, то )sin,cos(0   nOH


.  OH  – 

радіус-вектор точки Н. Тому )sin,cos( H . Підставимо координати вектора 
0n


 і точки 

Н в рівняння (3.8): 

0)sin(sin)cos(cos   yx ,    або   0)sin(cossincos 22   yx . 

Оскільки 1sincos 22   , то отримаємо рівняння: 

                                                 l :  0sincos   yx                                              (3.9) 

– нормальне рівняння прямої. 

Нехай прямі 1l  і 2l  задані рівняннями: 

                1l :   0111  CyBxA , 

               2l :   0222  CyBxA .   

 

Теорема (умова паралельності двох прямих) 

Для того, щоб прямі 1l  і 2l  були паралельними, необхідно і достатньо, щоб 

виконувалась умова: 

                                                               
2

1

2

1

B

B

A

A
 ,                                               (3.10) 

тобто, щоб були пропорційними коефіцієнти при однакових змінних. 
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Доведення. Напрямний вектор прямої 1l  має координати ),( 111 ABp 


, прямої 2l  — 

),( 222 ABp 


. Оскільки 21 || ll , то їх напрямні вектори також паралельні. З умови 

колінеарності двох векторів (2.8) отримаємо рівність: 

                                                              
2

1

2

1

A

A

B

B





,                                                                    

з якої дістанемо умову (3.10).                         

                                                                 Теорему доведено     

Теорема (умова співпадання двох прямих) 

Для того, щоб прямі 1l  і 2l  співпадали, необхідно і достатньо, щоб виконувалась 

умова: 

                                                           
2

1

2

1

2

1

C

C

B

B

A

A
 ,                                            (3.11) 

тобто, щоб були пропорційними відповідні коефіцієнти цих прямих. 

Теорема (умова перетину двох прямих) 

Якщо прямі не паралельні і не співпадають, то вони перетинаються в одній точці. 

Для того, щоб прямі 1l  і 2l  перетинались, необхідно і достатньо, щоб виконувалась умова: 

                                                             
2

1

2

1

B

B

A

A
 .                                                             (3.12)     

Приклад. Скласти рівняння прямої 1l , яка проходить через точку )5,2(A  паралельно 

до прямої l : 034  yx . 

Шукатимемо рівняння прямої 1l  у вигляді: 

                                      04  Cyx . 

Оскільки 1lA , то 05)2(4  C . Звідки: 13C . Отже,  

                               1l :  0134  yx . 

Означення. Під віддаллю від точки до прямої розуміють віддаль від цієї точки до її 

ортогональної проекції на цю пряму. 

Нехай задано пряму l : 0 CByAx . Знайти віддаль від точки ),( 000 yxM  до цієї 

прямої (мал. 39): 100 ),( MMlMd   . 

                                                            ),( 000 yxM  

 

 

                                          ),( BAn


        d   

           

                                                                                       l        

                                                              ),( 111 yxM  

мал. 39          
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Для знаходження числа d  використаємо скалярний добуток векторів n


 і 10MM  за 

означенням та через координати: 

1. За означенням: 

)1(cos 22

1010  dBAMMnMMn 


. 

2. Через координати: 

Оскільки ),( 010110 yyxxMM  , ),( BAn


, то  

)()()( 00000011010110 CByAxByAxCByAxByAxyyBxxAMMn 


.  

Звідки:         )()1( 00

22 CByAxdBA  . 

Отримаємо формулу: 

                                                           
22

00

BA

CByAx
d




 .                                                         (3.13) 

Приклад. Знайти висоту трикутника ABC , опущеної з вершини B  на сторону AC , 

якщо )7,5(),9,3(),3,1( CBA (мал. 40). 

                         B   
                                       

                                                                     

    

      

                                               A         K                  C   

 
                                                          мал. 40 
 

),( ACBBKh   

Складемо рівняння прямої AC :  
4

3

4

1 


 yx
. Або      AC :   02  yx  

За формулою (3.13) отримаємо: 22
2

4

)1(1

393

22





BK  (од.) 

 

Кут між прямими на площині  

1. Прямі 1l  і 2l задані загальними рівняннями: 

                               1l :   0111  CyBxA , 

                              2l :   0222  CyBxA .                               

Знайти кут між цими прямими. 

Напрямний вектор прямої 1l  має координати ),( 111 ABp 


, прямої 2l  — ),( 222 ABp 


 

(мал. 41). 
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                                                                                1l  

                                                                                                       1p


 

                                                                                     

                                                                                                         1p


 

                                                                            

                                                                                                       2l        

                                                                                 мал. 41 

       
2

2

2

2

2

1

2

1

2121

21

21

)()(

)()(
cos

ABAB

AABB

pp

pp









 



 . 

Отже, кут між прямими можна обчислити за формулою: 

                                            
2

2

2

2

2

1

2

1

2121cos
BABA

BBAA




 .                                           (3.14) 

Якщо 21 ll  , то 0cos  . Тому справедлива теорема: 

Теорема (умова перпендикулярності двох прямих) 

Для того, щоб прямі 1l  і 2l  були перпендикулярними, необхідно і достатньо, щоб 

виконувалась умова: 

                                                   02121  BBAA .                                                      (3.15) 

 

2. Прямі задані рівнянням з кутовим коефіцієнтом: 

                                                                     bkxy  . 

В прямокутній декартовій системі координат кутовий коефіцієнт прямої дорівнює 

тангенсу кута нахилу прямої до додатного напряму осі Ох (мал. 42), тобто: 

                                                          tgk  .                                                                  (3.16) 

                       у 

 

 

      l  

    
                                                                       

                                                О                                                                 х     
                                                                мал. 42         
 

Нехай       1l :  11 bxky  , 

                 2l :  22 bxky  .                                                      

Знайти кут між прямими. 

Для прямих 1l  і 2l  з мал. 43 матимемо: 2211 ,  tgktgk  . 
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                     у 

                                                                        2l           1l  

                                                                                 

                              

 

                                                                        1        2  

                                              О                                                                    х     

  

 
                                                                  мал. 43         

      Оскільки 12   , то 
21

12
12

1
)(






tgtg

tgtg
tgtg




 . 

Отже, кут між прямими, обчислюється за формулою:                                              

                                                    
21

12

1 kk

kk
tg




 .                                                           (3.17)                             

Якщо 21 ll  , то tg . З останньої рівності слідує, 01 21  kk . Отже, 

справедлива теорема: 

Теорема (умова перпендикулярності прямих через їх кутові коефіцієнти) 

Для того, щоб прямі 1l  і 2l  були перпендикулярними, необхідно і достатньо, щоб 

виконувалась умова: 

                                                           
2

1

1

k
k  ,                                                   (3.18) 

тобто, щоб їх коефіцієнти були оберненими за величиною і протилежними за знаком. 

З мал. 42 слідує теорема: 

Теорема (умова паралельності прямих через їх кутові коефіцієнти) 

Для того, щоб прямі 1l  і 2l  були паралельними, необхідно і достатньо, щоб 

виконувалась умова: 

                                                            21 kk  ,                                                       (3.19) 

тобто, щоб були рівними їх кутові коефіцієнти.       

Приклад. Скласти рівняння прямої 1l , яка проходить через точку )4,2(A  паралельно 

до прямої  l : 0153  yx . 

Запишемо рівняння прямої l  у вигляді: 
5

1

5

3
 xy . Звідси матимемо, що 

5

3
k .  

Оскільки 1|| ll , то 
5

3
1  kk . Тоді 1l :  bxy 

5

3
. blA  )2(

5

3
41 . Тоді 

5

26
b .  
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Отже, рівняння прямої має вигляд:
5

26

5

3
 xy . Або   1l :  02653  yx . 

Приклад. Скласти рівняння прямої 1l , яка проходить через точку )1,3( B  

перпендикулярно до прямої  l : 054  yx . 

l :
3

4

3

5

3

4
 kxy . Тоді за формулою (3.18) отримаємо: 

4

31
1 

k
k . Звідси    

1l : bxy 
4

3
. blB  3

4

3
11

. Звідки: 
4

13
b .  

Отже, рівняння прямої: 
4

13

4

3
 xy . Або    1l :   01343  yx . 

 

Тестові завдання до практичного заняття: 

ТЗ 5.1. Яке з рівнянь є рівнянням прямої у відрізках на осях?  

А. 
n

yy

m

xx 00 



;              Б. 1

b

y

a

x
 ;    

В. 0 CByAx  ;             Г. bkxy   .  

ТЗ 5.2. Яке з рівнянь є рівнянням прямої з кутовим коефіцієнтом?  

А. 
n

yy

m

xx 00 



 ;            Б. 1

b

y

a

x
 ;   

В. bkxy   ;                      Г. 0 CByAx   .  

ТЗ 5.3. Яке з рівнянь є рівнянням прямої, що проходить через дві задані точки?  

А. 
12

1

12

1

xx

xx

yy

yy









 ;        Б. 

12

1

12

1

xx

xx

yy

yy









 ;  

В. 
12

2

12

1

xx

xx

yy

yy









 ;        Г.  00 xxkyy   .  

ТЗ 5.4. Яке з рівнянь є канонічним рівнянням прямої?  

А. 
n

yy

m

xx 00 



 ;            Б. 1

b

y

a

x
 ;   

В. bkxy   ;                       Г. 0 CByAx   .  

ТЗ 5.5. Які з рівнянь є загальним рівнянням прямої?  

А. 0 CByAx  ;            Б. bkxy   ;    

В.  00 xxkyy   ;        Г. 1
b

y

a

x
 .  

ТЗ 5.6. Яке з рівнянь є рівнянням прямої, що проходить через задану точку і має заданий кутовий 

коефіцієнт?  

А. 1
b

y

a

x
 ;                        Б. 

12

1

12

1

xx

xx

yy

yy









 ;    

В. bkxy   ;                       Г.  00 xxkyy   .  

ТЗ 5.7. Що називається кутовим коефіцієнтом  k   прямої  l ?  

А.  Кут нахилу прямої  l   до осі  Ox :  k  .  

Б.  Тангенс кута нахилу прямої l  до осі  Ox :   tgk .  
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В.  Синус кута нахилу прямої  l   до осі  Ox :   sink  .  

Г.  Косинус кута нахилу прямої l  до осі Oy :   cosk .  

ТЗ 5.8. За якою формулою обчислюється кут   між двома прямими  111 : bxkyl    і  

222 : bxkyl   ?  

А. 
21

21

1 kk

kk
tg




  ;                 Б. 

21

21

1 kk

kk
tg




  ;    

В. 
21

12

1 kk

kk
tg




  ;                 Г. 

21

12

1 kk

kk
tg




  .  

ТЗ 5.9. Яка з прямих відсікає на осях координат OyOx ,  відповідно відрізки   5,2  ba  ?  

А. 01035  yx  ;             Б. 0925  yx  ;  

В. 01025  yx  ;             Г. 01025  yx  .  

ТЗ 5.10. Яка з прямих проходить через точки    5,6,3,1 21 MM ?  

А. 
2

3

4

1 


 yx
 ;                  Б.  

2

3

5

1 


 yx
 ;    

В. 
2

3

4

1 


 yx
 ;                 Г. 

2

3

5

1 


 yx
 .  

ТЗ 5.11. Яка з прямих утворює тупий кут з віссю Ox ? 

А. 4
5

2
 xy ;                       Б. 5

3

1
 xy ;       

В. 4
2

1
 xy ;                    Г. 12  xy  .  

ТЗ 5.12. Яка з прямих утворює гострий кут з віссю Ox ? 

А. 0435  yx ;               Б. 0435  yx ;  

В. 043  yx ;                 Г. 0334  yx  .  

ТЗ 5.13. Яка з прямих паралельна осі Ox ?  

А. 085 x  ;                       Б. 085  yx  ;    

В. 085 y  ;                       Г. 0855  yx  .  

ТЗ 5.14. Яка з прямих перпендикулярна прямій  73  xy  ?  

А. 
1

2

3

3 


 yx
 ;                 Б. 

2

2

6

3






 yx
 ;    

В. 
3

2

5

3






 yx
 ;                  Г. 

3

2

4

3 


 yx
 .  

ТЗ 5.15. Яка з прямих перпендикулярна до осі Ox ?  

А. 085  yx  ;                 Б. 085 x  ;    

В. 085 y  ;                       Г.  0855  yx  .  

ТЗ 5.16. Які з двох прямих перпендикулярні між собою?  

А. 












;3
2

1
,12

xy

xy

                    Б. 












;3
3

1
,12

xy

xy

    

В. 












;1
2

1
,12

xy

xy

                 Г. 








.13

,52

xy

xy
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ТЗ 5.17. Які з двох прямих паралельні між собою? 

А. 








;042

,053

yx

yx
              Б. 









;053

,053

yx

yx
    

В. 








.076

,073

yx

yx
               Г. 









;0226

,053

yx

yx
  

ТЗ 5.18. Яка з прямих перпендикулярна до прямої 6
3

4
 xy  ?  

А. 0843  yx  ;             Б.  0743  yx  ;    

В. 0734  yx  ;             Г. 0834  yx  .  

 

ТЗ 5.19. Яка з прямих проходить через точку  2,10M ?  

А. 0832  yx  ;             Б. 0832  yx  ;  

В. 0382  yx  ;             Г. 0842  yx  .  

ТЗ 5.20. Яка з прямих перетинає вісь Ox  у точці  0,40M ?  

А. 083  yx  ;                 Б. 0123  yx  ;  

В. 0843  yx  ;              Г. 074  yx  .  

ТЗ 5.21. Відстань від точки  1;20 M  до прямої  7
3

4
 xy  дорівнює  

А. 4  ;     Б. 10  ;     В. 7  ;     Г. 2,4 .  

ТЗ 5.22. Відстань від точки  8;20 M  до прямої  1
34




yx
  дорівнює  

А. 4  ;     Б. 10  ;     В. 6  ;     Г. 7  . 

 

Практичне заняття №5. Лінії другого порядку на площині 

 
Коло 

Означення. Колом називається геометричне місце точок площини, віддалі від яких до 

фіксованої точки, яка називається центром кола, є величина стала, рівна R . Число R  

називається радіусом кола. 

Нехай дано коло з центром в точці ),( 000 yxM  радіусом R  (мал. 44). Скласти 

рівняння цього кола. 

                                            у 

 

 

 

                                                                        0M                M  

 

 

 

  

                                                  О                                                 х 
                                                         мал. 44         
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Візьмемо довільну точку ),( yxM , що належить колу. Тоді RMM 0 , де 

),( 000 yyxxMM  . Звідки отримаємо: 

                                         Ryyxx  2

0

2

0 )()( , 

або                                      22

0

2

0 )()( Ryyxx                                                        (4.1) 

– рівняння кола.  

Рівняння кола з центром в початку координат має вигляд: 

                                                   222 Ryx                                                                     (4.2) 

Еліпс 

Означення. Еліпсом називається геометричне місце точок площини, сума віддалей 

яких до двох фіксованих точок, які називаються фокусами, є величина стала, рівна a2 , де 

ca 22  ,    c2  – віддаль між фокусами. 

Побудуємо систему координат так: вісь Ох проведемо через фокуси 1F  і 2F , а вісь Оу 

проведемо через середину відрізка cFF 221   перпендикулярно до осі Ох. 

Візьмемо довільну точку ),( yxM , що належить еліпсу      (мал. 45). 

 

 

 

                                                                   у 

 

         

                                                                                       M         
 

 

 

                                              )0,(1 cF           О                )0,(2 cF          х 

 
                                                                                     мал. 45       

За умовою, сума віддалей від точки M  до фокусів 1F  і 2F  рівна a2 , тобто:  

aMFMF 221  , де ),(1 ycxMF  , ),(2 ycxMF  .  

Тоді   aycxycx 2)()( 2222  .   Звідки:   
2222 )(2)( ycxaycx  . 

Піднесемо до квадрату обидві частини рівності та виконаємо необхідні спрощення: 

                       
2222222 )()(44)( ycxycxaaycx  , 

               
222222222 2)(442 yccxxycxaayccxx  , 

                                       cxaycxa 44)(4 222  , 
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                                          cxaycxa  222)( . 

Піднесемо до квадрату: 

                                        22222 )())(( cxaycxa  , 

                             22242222 2)2( xccxaayccxxa  , 

                                   22422222 )( caayaxca  , 

                                 )()( 22222222 caayaxca  . 

Так як ca   (за умовою), то 022  ca . Тому позначимо:                  

                                                      222 bca  .                                                                    (4.3) 

Звідки:                                   222222 bayaxb  . 

Поділимо останню рівність почленно на  22ba : 

                                                      1
2

2

2

2


b

y

a

x
                                                                     (4.4) 

– канонічне рівняння еліпса. 

Графік еліпса зображено на мал. 46. 

                                                               у 

                                   D                             В1(0,b)                  E 

                                                     

 

 

                       А2(-a,0)                                                             А1 (a,0) 

                                                              O                                      х 

 

 

 

                                  C                              В2(0,-b)                F 

                                            
                                                               мал. 46       
Властивості еліпса: 

1) Оскільки рівняння (4.4) є рівнянням другого степеня, то еліпс – лінія другого 

порядку. 

2) Еліпс симетричний відносно осей Ох і Оу, а також відносно початку координат. 

3) Означення. Вершинами еліпса називаються його точки перетину з осями координат.  

Еліпс має чотири вершини: А1, А2, В1, В2. 

4) Еліпс повністю міститься у прямокутнику CDEF, тобто  

для еліпса виконуються нерівності: 

                                                              








.

,

byb

axa
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Означення. Відрізок a2  називається великою віссю еліпса, відрізок b2  – малою віссю 

еліпса. 

Означення. Ексцентриситетом еліпса називається відношення міжфокусної віддалі до 

великої осі: 

                                                           
a

c
 ,                                                                     (4.5) 

де 10   . 

Приклад. Побудувати еліпс: 36169 22  yx  і знайти параметри ,,, cba . 

Зведемо рівняння еліпса до канонічного вигляду: 

                                                      1
36

16

36

9 22


yx

, 

                                                                   1

4
94

22


yx

. 

Звідси отримаємо: 5,1
2

3

4

9
,24  ba . Графік еліпса зображено на мал. 47.                                

                                                                

                                                               у 
                                                                  1,5 

                                                                                                         

 

 

                                                                                

                                -2                           O                                2       х 

 

 

 

                                                     

 

                                                                   -1,5 

 
                                                            мал. 47      

З формули (4.3) знайдемо с: 
4

7

4

9
4222  bac . Тоді 

2

7

4

7
c . 

Знайдемо   за формулою (4.5):    
4

7

2

2

7


a

c
 . 

 

 

Гіпербола 

Означення. Гіперболою називається геометричне місце точок площини, різниця 

віддалей яких до двох фіксованих точок, які називаються фокусами, є величина стала, рівна 

a2 , де ca 22  ,    c2  – віддаль між фокусами. 
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Побудуємо систему координат так: вісь Ох проведемо через фокуси 1F  і 2F , а вісь Оу 

проведемо через середину відрізка cFF 221   перпендикулярно до осі Ох. 

Візьмемо довільну точку ),( yxM , що належить гіперболі (мал. 48).                    

                                                                             у  

  

         

                                                                                        M         
 

 

 

                                               )0,(1 cF           О                )0,(2 cF          х 

 
                                                                                 мал. 48       

За умовою, різниця віддалей від точки M  до фокусів 1F  і 2F  рівна a2 , тобто:  

aMFMF 221  , де ),(1 ycxMF  , ),(2 ycxMF  .  

Тоді      aycxycx 2)()( 2222  .  Звідки: 2222 )(2)( ycxaycx  . 

Піднесемо до квадрату обидві частини рівності та виконаємо необхідні спрощення: 

                             2222222 )()(44)( ycxycxaaycx  , 

                    
222222222 2)(442 yccxxycxaayccxx  , 

                        
222 44)(4 acxycxa  ,  

222)( acxycxa  . 

Піднесемо до квадрату: 

                                          22222 )())(( acxycxa  , 

                                42222222 2)2( acxaxcyccxxa  , 

                                     42222222 )( acayaxac  , 

                                    )()( 22222222 acayaxac  . 

Так як ca   (за умовою), то 022  ac . Тому позначимо:                  

                                                      222 bac  .                                                                 (4.6) 

Звідки:                                    222222 bayaxb  . 

Поділимо останню рівність почленно на  22ba : 

                                                        1
2

2

2

2


b

y

a

x
                                                                (4.7) 

– канонічне рівняння гіперболи. 

Графік гіперболи зображено на мал. 49. 
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                                                                 у  

 

 

                   

                                                       b  

 

 

                                     А2( -а,0)                         А1(а,0)                                         

                                                                                                              х 

                                              

                                                                -b 

                                               

 

 

 

               
                                                           мал. 49       
Властивості гіперболи: 

1) Оскільки рівняння (4.7) є рівнянням другого степеня, то гіпербола – лінія другого 

порядку. 

2) Гіпербола симетрична відносно осей Ох і Оу, а також відносно початку координат. 

3) Означення. Вершинами гіперболи називаються її точки перетину з віссю Ох.  

Гіпербола має дві вершини: А1, А2. 

4) Гіпербола має дві асимптоти, які задаються рівняннями: 

                                                    x
a

b
y 1   і   x

a

b
y 2 . 

 Означення. Відрізок a2  називається дійсною віссю гіперболи, відрізок b2  – уявною 

віссю гіперболи. 

Означення. Ексцентриситетом гіперболи називається відношення міжфокусної 

віддалі до дійсної осі: 

                                                                    
a

c
 ,                                                           (4.8) 

де 1 . 

Приклад. Побудувати гіперболу: 256416 22  yx  і знайти параметри ,,, cba . 

Зведемо рівняння гіперболи до канонічного вигляду: 

                                    1
25

64

25

16 22


yx

   або   1

64
25

16
25

22


yx

. 

Звідси отримаємо: 
8

5

64

25
,

4

5

16

25
 ba .  

Графік гіперболи зображено на мал. 50.                                                
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                                                              у  

 

 

                                                            
8

5                   

   

                               
4

5
                                                

4

5  

                                                                                                          х 

                    

                                                                     
8

5
   

                                               

                                               
                                                                       мал. 50       

З формули (4.6) знайдемо с:          

64

125

64

525

6416

80
25

64

1

16

1
25

64

25

16

25222 













 bac .  

Тоді 
8

55

64

125
c .  

Знайдемо   за формулою (4.8): 

                                                     
2

5

4

5
8

55

 . 

Парабола 

Означення. Параболою називається геометричне місце точок площини, 

рівновіддалених від даної точки, яка називається фокусом, і від даної прямої, яка називається 

директрисою.  

Побудуємо систему координат так: вісь Ох проведемо через фокус F  

перпендикулярно до директриси; вісь Оу проведемо посередині між фокусом і директрисою 

відрізка перпендикулярно до осі Ох. 

Візьмемо довільну точку ),( yxM , що належить параболі   (мал. 51). 

                                                                 у 

                                                          l 
                                

                                           ),
2

( y
p

B                    M         

 

 

                                       О                                                                     х 

                                                
2

p
         p        )0,

2
(

p
F            

                                                                               мал. 51       
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За умовою, віддалі від точки M  до фокуса F  і до директриси рівні, тобто:  BMFM  , 

де 







 y

p
xFM ,

2
, 








 0,

2

p
xBM .    

Тоді      
2

2

2

22



















p
xy

p
x .    

Піднесемо до квадрату обидві частини рівності та виконаємо необхідні спрощення: 

                                               

2

2

2

22



















p
xy

p
x , 

                                           
44

2
22

2
2 p

pxxy
p

pxx  . 

Звідки: 

                                                              pxy 22                                                                 (4.9) 

– канонічне рівняння параболи. 

Графік параболи зображено на мал. 52. 

 

 

                                       l             у 

                                                  

                                

 

                   

   

 

                                                           

                                                              О                                                     х  

                                            
2

p
                      








0,

2

p
F                                  

                                              

                                               

 

 

 

               

                                         

 
                                                               мал.52      
                                    

Властивості параболи: 

1) Оскільки рівняння (4.10) є рівнянням другого степеня, то парабола – лінія другого 

порядку. 

2) Парабола симетрична відносно осі Ох. 

3) Парабола має одну вершину в початку координат. 

4) Парабола повністю міститься в правій півплощині відносно осі Оу. 
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Приклад. Побудувати параболу: xy 52 2   і знайти директрису та координати фокуса. 

Зведемо рівняння параболи до канонічного вигляду: 

                                        xy
2

52  . 

Звідси отримаємо: 
4

5

2

5
2  pp . Рівняння директриси: 

8

5
x . Координати фокуса: 









0,

8

5
F .  

Графік параболи зображено на мал. 53.  

                                           l              у 

                                                  

                                

 

                   

   

 

                                                           

                                                              О                                                  х  

                                            
8

5
                      








0,

8

5
F                                  

                                              

                                               

 

 

 

 
                                                                       мал.53      
 

Тестові завдання до практичного заняття: 

ТЗ 6.1. Яке з рівнянь є рівнянням еліпса?  

А. 03694 22  yx ;         Б. 03694 22  yx  ;  

В. 03694 22  yx  ;        Г. 03694 22  yx  .  

ТЗ 6.2. Яке з рівнянь є рівнянням гіперболи?  

А. 03649 22  yx  ;        Б. 03649 22  yx  ;  

В. 03649 22  yx  ;        Г. 03649 2  yx  .  

ТЗ 6.3. Яке з рівнянь є рівнянням кола?  

А. 0722  yx  ;               Б. 0735 22  yx  ;  

В. 07342 2  yxx  ;     Г. 02 22  yxx  .  

ТЗ 6.4. Яке з рівнянь є рівнянням параболи?  

А. 482  xy  ;                    Б.  48 22  xy  ;    

В. 48 22  xy  ;                  Г. 48  xy  .  
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ТЗ 6.5. Для якої гіперболи пряма  xy
2

1
   є асимптотою?  

А. 1
94

22


yx

 ;                   Б. 1
164

22


yx

 ;    

В. 1
416

22


yx

 ;                   Г. 1
94

22


xy

 .  

ТЗ 6.6. Яка з гіпербол має ексцентриситет  
5

4
   ?  

А. 1
916

22


yx

 ;                   Б. 1
169

22


yx

 ;    

В. 1
99

22


yx

 ;                   Г. 1
1616

22


yx

 .  

ТЗ 6.7. Яка з гіпербол має дійсну  5a   і уявну  2b   півосі?  

А. 16164 22  yx  ;           Б. 100254 22  yx  ;  

В. 16416 22  yx  ;           Г. 100425 22  yx  .  

ТЗ 6.8. Яка з гіпербол має фокальну відстань  8221  cFF  ?  

А. 1
88

22


yx

 ;                   Б. 1
916

22


yx

 ;    

В. 1
169

22


yx

 ;                    Г. 1
1818

22


yx

 .  

ТЗ 6.9. Який з еліпсів має фокальну відстань  6221  cFF  ?  

А. 1
925

22


yx

 ;                  Б. 1
1625

22


yx

 ;    

В. 1
916

22


yx

 ;                  Г. 1
1632

22


yx

 .  

ТЗ 6.10. Який з еліпсів має велику і малу півосі відповідно  2,5  ba  ?  

А. 16164 22  yx  ;           Б. 100254 22  yx  ;  

В. 64416 22  yx  ;           Г. 100425 22  yx  .  

ТЗ 6.11. Який з еліпсів має ексцентриситет  
4

5
   ?  

А. 1
925

22


yx

 ;                  Б. 1
916

22


yx

 ;    

В. 1
1625

22


yx

 ;                  Г. 1
2425

22


yx

 .  

ТЗ 6.12. Яка з парабол має фокус в точці   0,2F  ?  

А. xy 122   ;  Б. yx 82   ;  В. xy 102   ;  Г. xy 82   .  

ТЗ 6.13. Для якої кривої другого порядку сума відстаней від довільної точки M  цієї лінії до двох 

різних фіксованих точок 1F  і 2F  (фокусів) є величиною сталою:  aMFMF 221   ?  

А. Для гіперболи  1
2

2

2

2


b

y

a

x
.  Б. Для еліпса 1

2

2

2

2


b

y

a

x
.  
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В. Для кола  
222 Ryx  .         Г. Для параболи  pxy 22  .  

ТЗ 6.14. Для якої кривої другого порядку модуль різниці відстаней від довільної точки M  цієї 

лінії до двох різних фіксованих точок 1F  і 2F  (фокусів) є величиною сталою: 

                                   aMFMF 221  ?  

А. Для кола  
222 Ryx  .    Б. Для параболи  pxy 22  .   

В. Для еліпса  1
2

2

2

2


b

y

a

x
.  Г. Для гіперболи  1

2

2

2

2


b

y

a

x
.  

ТЗ 6.15. Для якої кривої другого порядку відстані від довільної точки M  цієї лінії до фіксованої 

прямої  d  (директриси) і до фіксованої точки  F  (фокуса) рівні між собою:  MFMN  , де  

dNdMN  ;  ?  

А. Для гіперболи  1
2

2

2

2


b

y

a

x
.   Б. Для еліпса  1

2

2

2

2


b

y

a

x
.   

В. Для кола      22
0

2
0 Ryyxx  .    

Г. Для параболи  pxy 22  .  

ТЗ 6.16. Для якої кривої другого порядку відстань від довільної точки M  цієї лінії до фіксованої 

точки  00 ; yxC  залишається сталою величиною ?  

А. Для еліпса  
   

1
2

2
0

2

2
0 






b

yy

a

xx
.   

Б. Для гіперболи 
   

1
2

2
0

2

2
0 






b

yy

a

xx
.   

В. Для кола    
2

0xx    22
0 Ryy  .    

Г. Для параболи     0
2

0 2 xxpyy  .  

ТЗ 6.17. Для якої кривої другого порядку існують асимптоти і які їх рівняння?  

А. Для кола 
222 Ryx  . Асимптоти  Raax  ,  .  

Б. Для параболи pxy 22  . Асимптоти  x
a

b
y   .  

В. Для еліпса 1
2

2

2

2


b

y

a

x
. Асимптоти  

a
x


   .  

Г. Для гіперболи 1
2

2

2

2


b

y

a

x
. Асимптоти  x

a

b
y   .  

ТЗ 6.18. Для якої кривої другого порядку ексцентриситет    задовольняє нерівності:  

0 1
c

a
    ?  

А. Для кола  
222 Ryx  .   Б. Для еліпса  1

2

2

2

2


b

y

a

x
.   

В. Для гіперболи 1
2

2

2

2


b

y

a

x
.   Г. Для параболи pxy 22  .  

ТЗ 6.19. Для якої кривої другого порядку ексцентриситет задовольняє умові:  1
c

a
    ?  
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А. Для еліпса  1
2

2

2

2


b

y

a

x
.   Б. Для кола  

222 Ryx  .  

В. Для гіперболи 1
2

2

2

2


b

y

a

x
.  Г. Для параболи pxy 22  .  

ТЗ 6.20. Яка з кривих другого порядку має лише одну вісь симетрії?  

А. Парабола.     Б. Коло.     В. Еліпс.     Г. Гіпербола. 

 

Практичне заняття №6. Тригонометрична і показникова форми 
комплексного числа. Дії над комплексними числами, заданими в 

тригонометричній формі 
 

Поряд із прямокутними декартовими координатами ),( yx  точки М, яка на комплексній 

площині зображає комплексне число iyxz  , розглянемо її полярні координати ),(  , де 

  – довжина радіус-вектора OM  точки М,   – полярний кут точки М, тобто кут між 

додатним напрямком осі Ох і вектором OM  (мал. 56). При цьому кут   вважається 

від’ємним, якщо він вимірюється в напрямку, що відповідає руху годинникової стрілки,         

і додатним – в протилежному випадку. 

Очевидно, що завжди 0  і   .  

                                                                 y  

 

 

 

                                                                        y                                     ),( yxM    

                                                                                                 iyxz      

                                               

                                                                                                             x                        

                                                             О                                   x               
                                                                            мал. 56  

Якщо ),(   – полярні координати точки ),( yxM , що зображає комплексне число 

iyxz   на комплексній площині, то                        

                                                          22 yxz  ,                                (5.23)                                                                          

а число   називається аргументом комплексного числа z. 

Для комплексного числа iyxz   з полярними координатами ),(   справедливі 

рівності: 

                                                              








.sin

,cos





y

x
                                           (5.24)    

Звідси отримаємо: 

                                                          )sin(cos  iz                                        (5.25)       

– тригонометрична форма комплексного числа z. 
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Введемо позначення:                        sincos iei  .                                         (5.26)   

Тоді з формули (5.25) отримаємо: 

                                                                      
 iez                                                      (5.27)    

– показникова форма комплексного числа. 

Приклад. Знайти тригонометричну та показникову форми комплексного числа 

iz 33 . 

Комплексне число iz 33   зображається вектором із початком в точці )0,0(O  і 

кінцем в точці )3,3(  (мал. 57). 

                                                     y  

 

 

                                             3                                     iz 33   

                                                                   

                                                                     

                                              

                                                                                                x                        

                                                 О                                   3               
                                                                мал. 57  

Знайдемо   за формулою (5.23): 

                                  32123933
2

2  . 

Знайдемо   за формулою (5.24): 

2

3

32

3
cos 




x
.      Звідси 

6


  .  

Отже, тригонометрична форма комплексного числа iz 33  за формулою (5.25) має 

вигляд:                                         )
6

sin
6

(cos32


iz  . 

Показникову форму знайдемо за формулою (5.27): 

                                                        
i

ez 632



 . 

 

Дії над комплексними числами в тригонометричній та показниковій формах 

Над комплексними чисел 1z  і 2z , записаними в тригонометричній формі:           

                                                
),sin(cos

),sin(cos

2222

1111





iz

iz




                           (5.28)                     

дії множення і ділення виконуються за такими правилами: 
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I. Множення  комплексних  чисел                  

 )sin(cos)sin(cos 22211121  iizz

 )sinsincossinsincoscos(cos 2121212121  ii          

))sin()(cos( 212121   i .                                                         

Отже, отримаємо:       ))sin()(cos( 21212121   izz                       (5.29)  

– модуль добутку комплексних чисел дорівнює добутку їх  модулів, аргумент добутку 

дорівнює сумі їх аргументів. 

II. Ділення  комплексних  чисел 












)sin(cos)sin(cos

)sin(cos)sin(cos

)sin(cos

)sin(cos

2222

2211

2

1

222

111

2

1













ii

ii

i

i

z

z














22

21212121

2

1

sincos

sinsincossinsincoscoscos ii
         

))sin()(cos( 2121

2

1 



 i . 

Звідси матимемо:              ))sin()(cos( 2121

2

1

2

1 



 i

z

z
                        (5.30)  

– модуль частки комплексних чисел дорівнює частці їх  модулів, аргумент частки дорівнює 

різниці їх аргументів. 

III. Піднесення комплексних чисел до цілого степеня (формула Муавра) 

 Нехай маємо комплексне число z, записане в тригонометричній формі: 

                                                 )sin(cos  iz  . 

Застосовуючи до цього числа формулу (5.29), можна отримати таку рівність: 

                                            )sin(cos  ninz nn                                                  (5.31) 

– формула Муавра. 

 

IV. Добування кореня з комплексних чисел 

Означення. Коренем n-го степеня з комплексного числа z називається таке комплексне 

число  , що zn  . 

При 0z  існує n різних комплексних чисел 1210 ,...,,, n ,  що є коренями n-го 

степеня з комплексного числа z.  

Корені k  n-го степеня з комплексного числа )sin(cos  iz   обчислюються за 

формулами: 
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                                       )
2

sin
2

(cos
n

k
i

n

k
n

k








 ,                             (5.32) 

де 1,0  nk . 

Всі корені k  n-го степеня з комплексного числа z лежать на колі радіусом n   з 

центром в початку координат. Сполучивши їх послідовно, отримаємо правильний n-кутник, 

вписаний у це коло (мал. 58 – випадок кореня 6-го степеня). 

                                                                 у 

                                                               1  

                                           

                                             2                           
0   

                                                           

                                                                                              х 

  

                                              
3                         

5  

                                                               4  

                         
                                                         мал. 58 

Приклад. Знайти корені 4-го степеня з числа 1z . 

Знайдемо тригонометричну форму числа 1z . Очевидно, що   ,1 . Звідси 

отримаємо:                                  )sin(cos1  iz  . 

Тоді за формулою (5.32) матимемо:         

iii
2

2

2

2

4
sin

4
cos)

4

02
sin

4

02
(cos14

0 








 ,                                                                                               

iii
2

2

2

2

4

3
sin

4

3
cos)

4

12
sin

4

12
(cos14

1 








 , 

iii
2

2

2

2

4

5
sin

4

5
cos)

4

22
sin

4

22
(cos14

2 








 ,

iii
2

2

2

2

4

7
sin

4

7
cos)

4

32
sin

4

32
(cos14

3 








 . 

Якщо комплексні числа 
1z  і 

2z   записані в показниковій формі:                                                            

                                                     
,

,

2

1

22

11








i

i

ez

ez




                                                         (5.33)         

то дії множення і ділення згідно із формулами (2.29) і (2.30) виконуються так: 

                                         
)(

2121
21  


i

ezz ,                                                       (5.34)     

                                               
)(

2

1

2

1 21 



 


i
e

z

z
.                                                              (5.35) 

Для комплексного числа  z, записаного в показниковій формі: 
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 iez  , піднесення цього числа до n-го степеня і добування з нього кореня n-го степеня 

виконуються відповідно до формул (5.31), (5.32) за правилами: 

                                                
 innn ez  ,                                                                  (5.36) 

– формула Муавра. 

                                               
n

k

n
k e




2

 ,                                                                (5.37) 

де 1,0  nk . 

Тестові завдання до практичного заняття: 

ТЗ 7.10. Подати комплексне число iz 535   у тригонометричній і показниковій 

(експоненціальній) формах.   

А. 610 10 cos sin
6 6

i

z e i


      
        

    
.     Б. 




310
i

ez 






 




3
sin

3
cos10 i .    

В. 






 








4
sin

4
cos55 4 iez

i

.                      Г. 






 








6
sin

6
cos1010 6 iez

i

.  

ТЗ 7.11. Подати комплексне число iz 44  у тригонометричній і показниковій 

(експоненціальній) формах.   

А. 






 







3
sin

3
cos2424 3 iez

i

.             Б. 




44
i

ez 






 




4
sin

4
cos

2
i .    

В. 2424 4 



i

ez
3 3

cos sin
4 4

i 
 

 
 

.            Г. 






 





4
sin

4

3
cos88 4 iez

i

.  

ТЗ 7.12. Подати комплексне число iz 333  у тригонометричній і показниковій 

(експоненціальній) формах.   

А. 
3

sin
3

cos3









iez
i

.                        Б. 66 3

4


i

ez 









3

4
sin

3

4
cos i .     

В. 






 







4
sin

4
cos66 4 iez

i

.                Г. 











3

2
sin

3

2
cos1212 3

2

iez
i

.  

ТЗ 7.13. Якщо  6
1 3




i

ez   та  3
2 4




i

ez , то значення виразу  21 zzz    в алгебраїчній формі 

дорівнює  

А. iez
i

1212 2 




.                Б. iez
i

262612 4 



.  

В. 1212  iez .                    Г. iez
i

1212 2 



.  

ТЗ 7.14. Якщо  
 iez 3

1 2   та  4
2 4




i

ez , то значення виразу  21 zzz    в алгебраїчній формі 

дорівнює  

А. iez
i

24248 4

3




.       Б. iez
i

88 2 



.  

В. iez
i

4348 3 



.                 Г. iez
i

22248 4

3




.  
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ТЗ 7.15. Якщо  3
1 5





i

ez   та  


 3

2

2 2
i

ez , то значення виразу  21 zzz    в алгебраїчній формі 

дорівнює  

А.  iez
i





12510 4 .        Б. iez
i

35510 3 



.  

В. iez
i

5355 6 




.            Г. iez
i

353510 3 




.    

ТЗ 7.16. Значення виразу 21 zzz  , де 






 





4
sin

4
cos121 iz  і 







 





12
sin

12
cos22 iz ,  в 

алгебраїчній формі дорівнює  

А. iiz 31212
3

sin
3

cos24 






 



 .           Б. 



 


6
cos24z ii 12312

6
sin 




 .       

В. 






 





3

2
sin

3

2
cos24 iz i31212 .     Г. iiz 377

3
sin

3
cos14 







 



 .   

ТЗ 7.17. Значення виразу 21 zzz  , де 






 





3
sin

3
cos161 iz  і 







 





6

5
sin

6

5
cos22 iz ,  в 

алгебраїчній формі дорівнює   

А. iiz 14
2

sin
2

cos14 






 



 .                      Б. 







 





6
sin

6
cos32 iz i16316  .    

В. iiz 31616
3

2
sin

3

2
cos32 







 



 .    Г. iiz 16316

6

7
sin

6

7
cos32 







 



 .   

ТЗ 7.18. Якщо  6
1 3




i

ez   та  3
2 2





i

ez , то значення виразу  21 zzz    в алгебраїчній формі 

дорівнює  

А. iez
i

2

3

2

3
2 



.                      Б. iez
i

4

23

4

23

2

3
4

3




.  

В. iez
i

4

33

4

33

2

3
6

5




.    Г. iez
i

4

23

4

23

2

3
4 



.  

ТЗ 7.19. Значення виразу 21 zzz  , де 






 





4
sin

4
cos121 iz  і 







 





12
sin

12
cos22 iz ,  в 

алгебраїчній формі дорівнює    

А. iiz 31212
3

sin
3

cos24 






 



 .   Б. 









3
cos6z ii 333

3
sin 




.        

В. iiz 333
6

sin
6

cos6 






 



 .        Г. 







 





3

2
sin

3

2
cos6 iz i333 .     

ТЗ 7.20. Значення виразу 21 zzz  , де 






 





6

5
sin

6

5
cos81 iz  і 







 





3
sin

3
cos22 iz ,  в 

алгебраїчній формі дорівнює  

А. iiz 232
6

7
sin

6

7
cos4 







 



 .      Б. iiz 322

3

2
sin

3

2
cos4 







 



 .      

В. iiz 2222
4

sin
4

cos4 






 



 .       Г. 









2
cos4z ii 4

2
sin 




.   
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ТЗ 7.21. Значення виразу 21 zzz  , де 






 





3
sin

3
cos121 iz  і 







 





12
sin

12
cos32 iz ,  в 

алгебраїчній формі дорівнює   

А. iiz
2

29

2

29

4
sin

4
cos9 







 



 .   Б. 









4

3
cos4z ii 2222

4

3
sin 




.     

В. iiz 232
6

sin
6

cos4 






 



 .         Г. 







 





4
sin

4
cos4 iz i2222  .       

ТЗ 7.22. Якщо  4
1 4





i

ez   та  


 4

5

2 2
i

ez , то значення виразу  21 zzz    в алгебраїчній формі 

дорівнює  

А. 22 3  iez .                         Б. iez
i

22 2 



.   

В.  iez
i




122 4

7

.                Г. iez
i

222 2 



.  

ТЗ 7.23. Якщо  


 6

5

1 5
i

ez   та  


 3

2

2 3
i

ez , то значення виразу  21 zzz    в алгебраїчній формі 

дорівнює  

А. 
3

5

3

5
 iez .                  Б.  31

3

10

3

5
3 iez

i






.  

В. iez
i

3

5

3

5
2 




.              Г. iez
i

6

35

6

35

3

5
6 



.  

ТЗ 7.24. Переходячи до показникової форми комплексного числа   iz  32 , знайти 
8z  і 

подати результат у алгебраїчній формі.   

А. iez
i

2

24

2

24
4

88

488 



.         Б. 




3

4

88 4
i

ez i
2

34

2

4 88

 .       

В. iez
i

3222 88388 



.                Г. iez
i

2

34

2

4
4

88

3

8

88 




.  

ТЗ 7.25. Переходячи до показникової форми комплексного числа   iz  12 , знайти  
5z  і 

подати результат у алгебраїчній формі.   

А. iez
i

774

3

75 2222 


.   Б. iez
i

77475 2222 




.   

В. iez
i

2222 7275 




.         Г. iez
i

22222 44455 



.  

ТЗ 7.26. Переходячи до показникової форми комплексного числа   313 iz  , знайти  
4z  і 

подати результат у алгебраїчній формі.   

А. 


3

2

44 6
i

ez i36363 33  .    Б. iez
i

33644 633636 



.       

В.  iez
i




1
2

6
6

4

4

3

44
.               Г. iez

i

363636 333

4

44 


.  

ТЗ 7.27. Переходячи до показникової форми комплексного числа  64z ,  знайти всі значення 

кореня шостої степені  6 z   і подати результат у алгебраїчній формі.   

А.   ieziez
ii

22;122 2
2

4
1 



;  iez
i

222 4

3

3 



;  224  iez ;   



 - 68 - 

   ieziez
ii






122;122 4
6

4

5

5    

Б. 312 3
1 iez

i





;  iez
i

22 2
2 



; 312;312 3

4

4
3

2

3 ieziez
ii




;  

ieziez
ii






32;22 6
6

2

3

5 .  

В. ieziez
ii

22;32 2
2

6
1 



;  ieziez
ii




32;32 6

7

4
6

5

3 ;   

ieziez
ii









32;22 6
6

2
5 .   

Г. ieziez
ii

312;32 3
2

6
1 



; ieziez
ii

312;22 3

2

4
2

3 




;  

ieziez
ii






32;32 6
6

6

5

5 .  

ТЗ 7.28. Переходячи до показникової форми комплексного числа  iz 125 ,  знайти всі значення 

кореня третьої степені  3 z   і подати результат у алгебраїчній формі.   

А. ieziez
ii

2

35

2

5
5;

2

35

2

5
5 3

2

2
3

1 



;  iez
i

2

35

2

5
5 3

3 




.   

Б.    ieziez
ii






3510;3510 6

5

2
6

1 ; iez
i

1010 2
3 




.  

В. ieziez
ii

55;
2

35

2

35
5 2

2
6

1 




; iez
i

2

35

2

35
5 6

7

3 


.  

Г. ieziez
ii

55;
2

25

2

25
5 2

2
4

1 



; iez
i

2

25

2

25
5 4

3

3 


.   

ТЗ 7.29. Переходячи до показникової форми комплексного числа  81z ,  знайти всі значення 

кореня четвертої степені  4 z   і подати результат у алгебраїчній формі.   

А. 33;33 2
2

1  



i
i

eziez ;  iez
i

33 2
3 




;   33 0
4  iez .   

Б.    ieziez
ii






3
2

3
3;31

2

3
3 6

5

2
3

1 ;    31
2

3
3;31

2

3
3 6

4
3

4

3 ieziez
ii






. 

В. 331  iez ;  33 0
2  iez ;  iez

i

33 2
3 



; iez
i

33 2
4 




.  

Г. iez
i

2

23

2

23
3 4

1 



;  iez
i

2

23

2

23
3 4

3

2 


;  

ieziez
ii

2

23

2

23
3;

2

23

2

23
3 4

4
4

3

3 




.  

ТЗ 7.30. Переходячи до показникової форми комплексного числа  iz 322 ,  знайти всі 

значення квадратного кореня  z   і подати результат у алгебраїчній формі.   

А. ieziez
ii





32;32 6

7

2
6

1 .   Б. ieziez
ii

312;312 3

2

2
3

1 



.  

В. ieziez
ii








32;32 6
2

6
1 .     Г. ieziez

ii

222;222 4

3

2
4

1 



.  

ТЗ 7.31. Переходячи до показникової форми комплексного числа  iz 388 ,  знайти всі 
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значення квадратного кореня  z   і подати результат у алгебраїчній формі.   

А. ieziez
ii

3224;3224 3
2

3
1 






.   

Б. ieziez
ii

22224;22224 4
2

4
1 






.  

В. ieziez
ii

3224;3224 3

5

2
3

2

1 



.  

Г. ieziez
ii

3224;2324 3

2

2
6

1 



.  

 
Практичне заняття №7. Ознаки сталості, зростання і спадання функції. 

Екстремуми функції. Найбільше і найменше значення функції на 
проміжку 

 
Теорема (умова сталості функції) 

Для того, щоб функція )(xf  була сталою на проміжку ),( ba , необхідно і достатньо, 

щоб вона була диференційовною на цьому проміжку і її похідна була рівна нулю, тобто: 

                                          0)()(  xfconstxf . 

Цю теорему часто застосовують при доведенні тотожностей. 

Приклад. Довести тотожність:     
2

arccosarcsin


 xx  . 

Розглянемо функцію: xxxf arccosarcsin)(  .  

Знайдемо похідну: 0
1

1

1

1
)(

22








xx
xf . Тоді за попередньою теоремою: 

2
0arccos0arcsin)0()(


 fxf .  Звідси:  

2
arccosarcsin


 xx . 

Означення. Функція )(xf називається зростаючою (неспадною) на проміжку ),( ba ,  

якщо:                      )()(:, 212121 xfxfbxxaxx   )()( 21 xfxf  .  

Функція )(xf  називається спадною (незростаючою) на проміжку ),( ba , якщо:  

                      )()(:, 212121 xfxfbxxaxx    )()( 21 xfxf  .   

Функція, яка є зростаючою або спадною на проміжку ),( ba , називається монотонною 

на цьому проміжку.  

Теорема (умови зростання і спадання функцій) 

Якщо функція )(xf  є диференційовною на проміжку ),( ba  і 0)(  xf , то на цьому 

проміжку функція )(xf  зростає. Якщо функція )(xf  є диференційовною на проміжку ),( ba  

і 0)(  xf , то на цьому проміжку функція )(xf  спадає. 

Приклад. Знайти проміжки монотонності функції: 

                            593 23  xxxy . 
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Знайдемо похідну: 963 2  xxy .  

Знак похідної знайдемо методом інтервалів. Прирівняємо похідну до нуля:                                   

                     0963 2  xx  або 0322  xx .                       . 

Розкладемо на множники ліву частину рівняння: 

                                   0)3)(1(  xx . 

                    

                                                           +                –                + 

                                                          -1                3 
                                                                 мал. 63         

Як випливає з теореми і  з мал. 63 , )(xf   ),3()1,(  , )(xf   )3,1( . 

Нехай функція )(xf  визначена і неперервна на проміжку ),( ba  і точка ),(0 bax  . 

Означення. Точка 
0x  називається точкою максимуму функції )(xf , якщо існує деякий 

окіл цієї точки ),( 00   xx : 

              )()(),( 000 xfxfxxx   . 

Точка 
0x  називається точкою мінімуму функції )(xf , якщо існує деякий окіл цієї точки 

),( 00   xx : 

              )()(),( 000 xfxfxxx   . 

Відповідні значення функцій називаються відповідно максимумом і мінімумом функції. 

 

Точки мінімуму і максимуму називаються точками екстремуму. 

                                               у 

 

 

 

 

 

 

 

     

                               О         1x           2x     
3x         4x             х 

                                                                      мал. 64         
 

На мал. 64 точки 1x  і 3x  – точки мінімуму, 2x  і 4x  – точки максимуму. 

 

Теорема (необхідна умова екстремуму) 

Якщо точка 0x  є точкою екстремуму неперервної функції )(xf  і в точці 0x  функція 

диференційовна, то: 

                                                             0)( 0  xf .                                                             (6.41)  
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Означення. Точки, в яких похідна дорівнює нулю, називаються стаціонарними або 

підозрілими на екстремум. 

Рівність нулю похідної є лише необхідною, але не достатньою умовою екстремуму. 

Тобто існують точки, в яких похідна рівна нулю, але в цих точках екстремуму немає. Є 

також функції, які мають екстремум в тих точках, в яких похідна не існує. 

Означення. Точки, в яких похідна рівна нулю або не існує, називаються критичними 

точками функції. 

Теорема (достатня умова екстремуму) 

Нехай функція )(xf  є неперервною на проміжку ),( ba  і ),(0 bax  . Тоді у випадку, коли 

)(xf  є диференційовною в деякому околі точки 
0x : ),( 00   xx , за винятком хіба що 

точки 
0x , то: 

1. У випадку, коли на проміжку 0)(),( 00  xfxx  , а на проміжку 

0)(),( 00  xfxx  , то 
0x  – точка мінімуму. Іншими словами, якщо при переході через 

точку 
0x  похідна змінює знак з «–» на «+», то 

0x  – точка мінімуму. 

2. У випадку, коли на проміжку 0)(),( 00  xfxx  , а на проміжку 

0)(),( 00  xfxx  , то 
0x  – точка максимуму. Іншими словами, якщо при переході через 

точку 
0x  похідна змінює знак з «+» на «–», то 

0x  – точка максимуму. 

3. Якщо на кожному з проміжків ),( 00 xx  , ),( 00 xx  похідна є одночасно 

або додатною, або від’ємною, то 
0x  не є точкою екстремуму. 

У попередньому прикладі за цією теоремою точками екстремуму функції є такі точки: 

3,1 minmax  xx .  Максимум і мінімум функції відповідно рівні:  

1059315)1(9)1(3)1()1()( 23

maxmax  fxfy ,  

225272727539333)3()( 23

minmin  fxfy . 

Теорема 

Якщо функція )(xf  є неперервною і диференційовною на проміжку ),( ba  і в точці 
0x  

виконуються умови: 

1. 0)( 0  xf . 

2. В деякому околі ),( 00   xx  функція )(xf  має другу похідну )(xf  , яка є 

неперервною в точці 
0x , то: 

а) у випадку, коли 0)( 0  xf , 
0x  є точкою мінімуму; 

б) у випадку, коли 0)( 0  xf , 
0x  є точкою максимуму. 
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Теорема 

Якщо в точці 
0x  виконуються умови: 

0)(...)()()( 0

)1(

000   xfxfxfxf n  і 0)( 0

)( xf n , то у випадку, коли kn 2 ,            

0x  є точкою екстремуму, а у випадку, коли 12  kn , 
0x  не є точкою екстремуму. 

Нехай функція )(xf  визначена і неперервна на сегменті  ba, . Серед множини значень 

такої функції є найбільше і найменше значення. Ці числа називаються відповідно 

найбільшим і найменшим значеннями функції на проміжку  ba, . 

Функція може набувати свого найбільшого і найменшого значень як на кінцях сегмента 

 ba, , так і у внутрішніх точках цього сегмента. 

На мал. 65 зображено графік функції, яка у внутрішній точці с набуває найменшого 

значення, а в лівому кінці сегмента (точці а) – найбільшого значення.                            

                                          у 
 

 

 

 

 

     
                                          О        a              c                   b   х 
                                                                    мал. 65        

Алгоритм знаходження найбільшого і найменшого значень на проміжку: 

Щоб знайти найбільше (найменше) значення неперервної функції на сегменті  ba, , 

треба знайти всі локальні максимуми (мінімуми) і порівняти їх зі значеннями функції, яких 

вона набуває на кінцях сегмента. Найбільше (найменше) число серед утворених чисел і буде 

найбільшим (найменшим) значенням функції, заданої на сегменті  ba, . 

Приклад. Знайти найбільше і найменше значення функції: 11232 23  xxxy  на 

сегменті  3,3 . 

Визначимо стаціонарні точки. Знайдемо похідну: 

                                                           1266 2  xxy . 

Прирівняємо похідну до нуля: 

                                    01266 2  xx  або 022  xx . 

Одержимо стаціонарні точки: 2,1 21  xx .  

Обчислимо значення функцій в точках 21 , xx  і на кінцях сегмента, тобто в точках 

3,3 23  xx . Матимемо: 10)3(,46)3(,19)2(,8)1(  ffff . 

Отже, найбільше значення функції на проміжку  3,3  дорівнює 8)1( f , найменше – 

46)3( f . 
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Тестові завдання до практичного заняття: 

ТЗ 10.1. Критичними точками першої похідної 'y  функції 523  xxy  
є  

А.   32 ;   Б.   0;1 ;   В.   32;0  ;   Г.   23;0   .  

ТЗ 10.2. Критичними точками першої похідної 'y  функції xxxy 2ln    є  

А.   e ;   Б.   0;1 ;   В.   e;0 ;   Г.   1;0   .  

ТЗ 10.3. Критичними точками першої похідної 'y  функції  
33 2 xexy    є  

А.   2 ;   Б.   3;2;0 ;   В.   2;0 e ;   Г.   2;0   .  

ТЗ 10.4. Критичними точками першої похідної 'y  функції
3 23 3xxy    є  

А.   1;1;0  ;  Б.   3;2 ;   В.   1;0  ;   Г.   3;2;0  .  

ТЗ 10.5. Критичними точками першої похідної 'y  функції 
3 21 xy    є  

А.   0;1 ;   Б.   1;1;0  ;   В.   1;0  ;   Г.   0  .  

ТЗ 10.6. Критичними точками першої похідної 'y функції  1223  xxy  
є  

А.   6;6 ;   Б.   1;1;0  ;   В.   6;6;0  ;   Г.   0  .  

ТЗ 10.7. Критичними точками першої похідної 'y функції  32  xey x
  є  

А.  3;1 ;   Б.  3;3;0  ;   В.  3;1;0 ;   Г.  0  .  

ТЗ 10.8. Критичними точками першої похідної 'y  функції xey x1   є  

А.  1;0 ;   Б.  1 ;   В.  3;1;0 ;   Г.  2;0   .  

ТЗ 10.9. Критичними точками першої похідної 'y  функції 
42 2xexy    є  

А.  2;2;0  ;   Б.  4;2;0 ;   В.  1;0 ;   Г.  2;0   .  

ТЗ 10.10. Критичними точками першої похідної 'y  функції 
x

x
y

2ln
   є  

А.  2;0   ;   Б.  2;1;0 e ;   В.  e;1 ;   Г.  2;1 e  .  

ТЗ 10.11. Критичними точками першої похідної 'y  функції xxy 22 ln   є  

А.  1;1  e  ;   Б.  1;1;0 e ;   В.  e;1 ;   Г.  1;1 e  .  

ТЗ 10.12. Критичними точками першої похідної 'y  функції 
xexy 22    є  

А.  2;2;0  ;   Б.  1 ;   В.  1;0 ;   Г.  2;0   .     

ТЗ 10.13. Критичними точками першої похідної 'y  функції xxy 22 ln   є  

А.  1;1  e  ;   Б.  1;1;0 e ;   В.  e;1 ;   Г.  1;1 e  .  

ТЗ 10.14. Критичними точками першої похідної 'y функції
22ln xxy  є  

А.  2;2 ;   Б.  2 ;   В.  2;2;0  ;   Г.  2;0   .  

ТЗ 10.15. Критичними точками першої похідної 'y функції  234  xxy
 
є  

А.  2;1 ;   Б.  2;2;0 3 ;   В.  2;0 ;   Г.  0  .  

ТЗ 10.16. Критичними точками першої похідної 'y функції  432  xxy  є  

А.  1;0 ;   Б.  2;4;0 3  ;   В.  2;0 ;   Г.  2;0   .  



 - 74 - 

ТЗ 10.17.  Функція  12  xey x
   

А.  спадає на проміжку  1; ;                     Б. зростає на проміжках     ;11; ;   

В.  усюди зростає;                                            Г. спадає на проміжках    1;11;  .  

ТЗ 10.18.  Функція 23643 234  xxxy   

А. спадає на проміжках     ;10;2 ;      Б.  спадає на проміжках    3;02;  ;   

В. усюди спадає;                                                Г. зростає на проміжках    3;00;2  .  

ТЗ 10.19.  Функція 31232 23  xxxy   

А. спадає на проміжку  1;2 ;                       Б. спадає на проміжках    3;12;  ;   

В. зростає на проміжках     ;31;2 ;   Г.  усюди зростає.  

ТЗ 10.20.  Функція 3ln2482  xxxy    

А. зростає на проміжку     ;60;2 ;  Б.  усюди спадає;  

В. зростає на проміжку  ;6 ;                  Г. спадає на проміжках    6;02;  .  

ТЗ 10.21.  Функція 128 24  xxy    

А. зростає на проміжку  2; ;         Б. зростає на проміжках     ;20;2 ;    

В.  усюди спадає;                                     Г. спадає на проміжках    2;00;2  .  

ТЗ 10.22.  Функція 3ln  xxxy    

А. спадає на проміжку  1; ;              Б. спадає на проміжках    1;00;  ;   

В. зростає на проміжку  ;1 ;             Г. зростає на проміжку  ;0 .  

ТЗ 10.23.  Функція 
3 29 xy     

А. спадає на проміжку  ;0 ;              Б. спадає на проміжках     ;30;3 ;   

В. зростає на проміжку  3;3 ;              Г. зростає на проміжках    3;03;  .  

ТЗ 10.24.  Функція 
x

x
y

ln
    

А. спадає на проміжках     ;;0 ee ;     Б. спадає на проміжку  ;e ;   

В. зростає на проміжку  ;e ;                  Г. зростає на проміжку  ;0 .  

ТЗ 10.25.  Функція  221ln xxy     

А. зростає на проміжку  ;1 ;               Б. спадає на проміжках    1;01;  ;   

В. спадає на проміжку  1; ;              Г. зростає на проміжках     ;10;1 .  

ТЗ 10.26. Якщо m  і M  – відповідно найменше та найбільше значення функції 

2030185 456  xxxy  на відрізку  1;1 , то їх сума  Mm  дорівнює  

А.  3 ;      Б.  7 ;      В.  10 ;     Г.  5,4  .  

ТЗ 10.27. Якщо m  і M  – відповідно найменше та найбільше значення функції 
x

x
y

2

2
  на 

відрізку  4;1 , то їх сума  Mm  дорівнює  

А.  5,3 ;      Б.  7 ;      В.  8 ;     Г.  5,4  .  

ТЗ 10.28. Якщо m  і M  – відповідно найменше та найбільше значення функції 

3032243 678  xxxy  на відрізку  1;1 , то їх сума  Mm  дорівнює  
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А.  6 ;      Б.  7 ;      В.  2 ;     Г.  6  .  

ТЗ 10.29. Якщо m  і M  – відповідно найменше та найбільше значення функції 

2066 456  xxxy  на відрізку  2;0 , то їх сума  Mm  дорівнює  

А.  7 ;      Б.  3 ;      В.  9 ;     Г.  5,4  .  

ТЗ 10.30. Якщо m  і M  – відповідно найменше та найбільше значення функції 

70
2

9
3

2

1 456  xxxy  на відрізку  2;1 , то їх сума  Mm  дорівнює  

А.  9 ;      Б.  5,3 ;      В.  10 ;     Г.  4  .  

ТЗ 10.31. Якщо m  і M  – відповідно найменше та найбільше значення функції 

1055 345  xxxy  на відрізку  2;1 , то їх сума  Mm  дорівнює  

А.  9 ;      Б.  10 ;      В.  7 ;     Г.  5,3  .  

ТЗ 10.32. Якщо m  і M  – відповідно найменше та найбільше значення функції 14
3 2  xxy  

на відрізку  1;1 , то їх сума  Mm  дорівнює  

А.  4 ;      Б.  12 ;      В.  6 ;     Г.  9  .  

ТЗ 10.33. Якщо m  і M  – відповідно найменше та найбільше значення функції 

226
3 32  xxy  на відрізку  1;0 , то їх сума  Mm  дорівнює  

А.  6 ;      Б.  5,2 ;      В.  9 ;     Г.  4  .  

ТЗ 10.34. Якщо m  і M  – відповідно найменше та найбільше значення функції 1)5(
3 2  xxy  

на відрізку  8;0 , то їх сума  Mm  дорівнює  

А.  5,2 ;      Б.  12 ;      В.  10 ;     Г.  6  .  

ТЗ 10.35. Якщо m  і M  – відповідно найменше та найбільше значення функції 
 

166

625
2

2






xx

xx
y  

на відрізку  0;6 , то їх сума  Mm  дорівнює  

А.  9 ;      Б.  10 ;      В.  2 ;     Г.  8  .  

ТЗ 10.36. Якщо m  і M  – відповідно найменше та найбільше значення функції 
2

3 4

x

x
y


  на 

відрізку  4;1 , то їх сума  Mm  дорівнює  

А.  25,3 ;      Б.  6 ;      В.  8 ;     Г.  5,4  .  

ТЗ 10.37. Якщо m  і M  – відповідно найменше та найбільше значення функції 
1

222






x

xx
y  на 

відрізку 







3;

2

1
1 , то їх сума  Mm  дорівнює  

А.  2 ;      Б.  8 ;      В.  5,4 ;     Г.  10  .  

ТЗ 10.38. Якщо m  і M  – відповідно найменше та найбільше значення функції 10
)1(

16
2





x

x
y  

на відрізку  0;3 , то їх сума  Mm  дорівнює  

А.  12 ;      Б.  4 ;      В.  5,4 ;     Г.  6  .  

ТЗ 10.39. Якщо m  і M  – відповідно найменше та найбільше значення функції 

1836214 23  xxxy  на відрізку  2;0 , то їх сума  Mm  дорівнює  

А.  5,2 ;      Б.  12 ;      В.  25,3 ;     Г.  6  .  
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ТЗ 10.40. Якщо m  і M  – відповідно найменше та найбільше значення функції 2123  xxy  

на відрізку  3;2 , то їх сума  Mm  дорівнює  

А.  6 ;      Б.  4 ;      В.  25,3 ;     Г.  12  .  

ТЗ 10.41. Якщо m  і M  – відповідно найменше та найбільше значення функції xxy 35 3   на 

відрізку  3;0 , то їх сума  Mm  дорівнює  

А.  5,2 ;      Б.  4 ;      В.  6 ;     Г.  12  .  

ТЗ 10.42. Якщо m  і M  – відповідно найменше та найбільше значення функції 
3 2 22 xxy   на 

відрізку  2;2 , то їх сума  Mm  дорівнює  

А.  2 ;      Б.  2 ;      В.  4 ;     Г.  3  . 

 

Практичне заняття №8. Властивості невизначеного інтеграла 
 

Нехай функція )(xf  визначена на  деякому проміжку ),( ba . 

Означення. Функція )(xF  називається первісною для функції )(xf  на проміжку ),( ba , 

якщо на цьому проміжку виконується рівність: 

                                                             )()( xfxF  .                                                           (7.1) 

Наприклад, функція 4sin2)(  xxxF  є первісною для функції 1cos2)(  xxf . А 

для функції 4sin2)(  xxxf  первісною є функція 54
2

cos2)(
2

 x
x

xxF . 

Теорема 

Якщо )(xF  – одна із первісних функції )(xf , то множина всіх первісних функції )(xf  

співпадає з множиною функцій виду:              

                                                      CxF )( , де constC  .                          

      Доведення. Маємо: )()( xfxF  . Так як  

  )(0)()()( xfxfCxFCxF 


 , то кожна функція CxF )(  є первісною 

функції )(xf . 

Покажемо, що кожну первісну функції )(xf  можна подати у вигляді: CxF )( . 

Нехай )(x  – довільна первісна функції )(xf , тоді )()( xfx  . Розглянемо функцію 

)()()( xFxxg  . Для цієї функції матимемо: 0)()()()()(  xfxfxFxxg . За 

необхідною і достатньою умовою сталості функції дістанемо, що:    constCxg )( . Звідки: 

CxFx  )()( . Тоді CxFx  )()( . 

                                                                                                                      Теорему доведено  

     Означення. Множина всіх первісних функції )(xf  називається невизначеним 

інтегралом. 
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Невизначений інтеграл функції )(xf  позначається:  dxxf )( , де добуток dxxf )(  

називається підінтегральним виразом, а )(xf  – підінтегральною функцією. 

Якщо )(xF  – одна із первісних функції )(xf , то за доведеною теоремою матимемо: 

                                                    CxFdxxf  )()( .                                                        (7.2) 

  З рівностей (7.1) і (7.2) слідує, що: 

                                                       )()( xfdxxf 


 ,                                                    (7.3)  

тобто, операція інтегрування є оберненою до операції диференціювання. 

Таблиця інтегралів 

)(xf   0  1  х  2x    nx   x   n x  

   dxxf )(   С  Cx     C
x


2

2

   C
x


3

3

  C
n

x n






1

1

   C
x


3

2 3

  C
n

xnn n






1

1

 

  )(xf    
x

1
   xe   xa    xsin    xcos   

x2cos

1   
x2sin

1  

   dxxf )(    Cx ln   Ce x    C
a

a x


ln

  Cx  cos    Cx sin  Ctgx    ctgx C   

  )(xf    
21

1

x
   

22

1

xa 
     

21

1

x

 
22

1

xa 

  
1

1
2 x

 

   dxxf )(    arctgx C    
1 x

arctg C
a a

   Cx arcsin    C
a

x
arcsin    C

x

x






1

1
ln

2

1  

  )(xf    
22

1

ax 
  

21

1

x

   
22

1

xa 

  
1

1

2 x

  
22

1

ax 

 

   dxxf )(   C
ax

ax

a





ln

2

1     Cxx  21ln     Cxax  22ln   Cxx  1ln 2   Caxx  22ln   

)(xf  
22 xa

x


 

22 xa

x



 22 xa   22 ax   

   dxxf )(    Cxa  22ln
2

1    Cxa  22
 

 C
a

xa
xa

x
 arcsin

22

2
22   Caxx

a
ax

x
 22

2
22 ln

22
  

 

Властивості невизначеного інтеграла: 

1)   dxxfCdxxfC )()(                                                                                               (7.4) 

– сталий множник можна виносити за знак інтеграла. 

2)     dxxgdxxfdxxgxf )()()()(                                                                           (7.5) 

– інтеграл суми (різниці)дорівнює сумі (різниці) інтегралів. 

3) Якщо CxFdxxf  )()( , то        CbkxF
k

dxbkxf  )(
1

)( .                        (7.6) 

Доведення. За означенням: )()( xfxF  . Тоді: 
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)()(
1

)(
1

)(
1

bkxfkbkxf
k

bkxF
k

CbkxF
k













 . 

Приклад. Знайти інтеграли: 

1) dxx
23 , 

2)  dxx x

  33 , 

3) dxx  )14cos( . 

1) CxC
x

dxxdxx  
3

3
22

3
333 , 

2)   CxC
x

dxdxxdxx
xx

xx   3ln

3
2

3ln

3

3

2
33333 3

3

, 

3) Cxdxx  )14sin(
4

1
)14cos( . 

Теорема (заміна змінної у невизначеному інтегралі) 

Якщо функція )(xf  неперервна, а функція )(x  неперервна разом із своєю похідною, 

то виконується рівність: 

                                                 dttfdxxxf )()()(                                                 (7.7) 

Рівність (7.7) називається заміною змінної або методом підстановки. 

 

Доведення. Нехай ( ) ( )f t dt F t C  . Тоді: )()( tftF  . Звідси: 

  )())(())(( xxfxF  


. Отже, функція ))(( xF   є первісною для функції )())(( xxf   . 

Ввівши заміну: tx )( , отримаємо:  

( ( )) ( ) ( ( )) ( ) ( )f x x dx F x C F t C f t dt         .                   

                                                                                                                      Теорему доведено    

 Приклад.  Знайти інтеграл:  dxxx cossin 2 . 

Поклавши: dxxdtxt cos,sin  , з формули (7.7) отримаємо: 

C
x

C
t

dttdxxx   3

sin

3
cossin

33
22 . 

Нехай функція )(xf  має похідну )(xf  . Тоді з рівності (7.2) одержимо: 

                                                  Cxfdxxf  )()( .                                                          (7.8) 

Розглянемо диференційовні функції )(xU та )(xV . Матимемо: 

                                        )()()()()()( xVxUxVxUxVxU 


 .                           
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Проінтегруємо обидві частини цієї рівності: 

                             dxxVxUdxxVxUdxxVxU  


 )()()()()()( .            

        З рівності (7.8) отримаємо: 

                                dxxVxUdxxVxUxVxU   )()()()()()( .                              

Звідси:                       dxxUxVxVxUdxxVxU )()()()()()(   .                            (7.9) 

Рівність (7.9) називається інтегруванням частинами. 

 

Врахувавши, що dxxUdUdxxVdV )(,)(  , рівність (7.8) можна спрощено записати у 

вигляді: 

                                                dUVVUdVU   .                                                     (7.10) 

 

Приклад. Знайти інтеграл:  dxxxcos . 

Поклавши: dxxdVxU cos,  , отримаємо: xVdxdU sin,  . Звідси за формулою 

(7.10) одержимо: 

Cxxxdxxxxdxxx   cossinsinsincos . 

Тестові завдання до практичного заняття: 

ТЗ 13.1. Функція  xF  називається первісною для функції  xf  на  ba, , якщо  

А. для  bax ,      xfxF  ;   Б. для  bax ,      xfxF  ;    

В. для  bax ,       xFxf  ;   Г. для  bax ,       xfxF  .  

ТЗ 13.2. Невизначеним інтегралом   dxxf  називається   

А. похідна від підінтегральної функції  xf :    xfdxxf  .    

Б. сукупність усіх первісних для підінтегральної функції  xf :       CxFdxxf  ,  де   xF  – 

одна з первісних,  C  – довільна стала.      

В. сукупність усіх функцій, що визначаються виразом       Сxfdxxf  ,  де C  – довільна 

стала.        

Г.  диференціал первісної  xF :      xdFdxxf   .  

ТЗ 13.3. Інтеграл        dxxgxf , де  ,  – сталі, дорівнює   

А.      dxxgdxxf  ;     Б.      dxxgdxxf ;  

В.      dxxgdxxf ;        Г.      dxxfdxxg .  

ТЗ 13.4. Яка рівність відповідає одній з форм методу заміни змінної?  

А.     
 

 
  




 duuf

dxxdu

xu
dxxxf  . Б.     

 

 
  




 duuf

dxxdu

xu
dxxxf  .  
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В.     
 

 
  




 duuf

dxxdu

xu
dxxxf  . Г.      

 

 
  




 duuf

dxxdu

xu
dxxxf  .  

ТЗ 13.5. Яка рівність відповідає одній з форм методу заміни змінної?  

А.  
 

 
     




 duuuf

duudx

ux
dxxf

;
 . Б.  

 

 
   




 duuf

duudx

ux
dxxf

;
 .  

В.  
 

 
     




 duuuf

duudx

ux
dxxf

;
 . Г.   

 

 
     




 duuuf

duudx

ux
dxxf

;
 

.  

ТЗ 13.6. Невизначений інтеграл    dxbaxf  дорівнює   

А.   CbaxF
a


1

, де  xF  – одна з первісних для функції )(xf , C  – довільна стала.      

Б.   CbaxF  , де  xF  – одна з первісних для функції )(xf , C  – довільна стала.   

В.   CbaxF
b


1

,  де   xF  – одна з первісних для функції )(xf ,  C  – довільна стала.    

Г.   CbaxFa  , де  xF  – одна з первісних для функції )(xf , C  – довільна стала.   

ТЗ 13.7. Невизначений інтеграл 


dx
xf

xf

)(

)(
 дорівнює   

А. C
xf


)(

1
2

.   Б. C
xf


)(

1
.   В. Cxf )(ln .   Г. Cxf )(lg .   

ТЗ 13.8. Яке співвідношення називається формулою “інтегрування частинами”?   

А.   vduuvudv ;        Б.   vduuvudv ;  

В.   uvduuvudv ;       Г.   uvduuvudv .  

ТЗ 13.9. Який раціональний дріб   
 
 xQ

xP
xR

n

m ,  де   xPm  і   xQn  – многочлени відповідно 

степеня m  і n ,  називається неправильним? Яке співвідношення застосовується для інтегрування 

неправильного раціонального дробу?  

А. дріб, у якому  nm  ;  
 
 

 
    dx
xQ

xR
xSdx

xQ

xP

n

r
nm

n

m )( ,  де  )(xS nm  – ціла частина,  
 
 xQ

xR

n

r  

– правильний дріб.  

Б. дріб, у якому nm  ; 
 
 

   dxxSdx
xQ

xP
nm

n

m )(     
 
  dx
xQ

xR

n

r ,  де  )(xS nm  – ціла частина,  

 
 xQ

xR

n

r  – правильний дріб.  

В. дріб, у якому  nm  ;  
 
 

   xRxSdx
xQ

xP
rnm

n

m )(        )(xdSxR nmr ,  де  )(xS nm  – ціла 

частина,  
 
 xQ

xR

n

r  – правильний дріб.  

Г. дріб, у якому  nm  ;  
 
 

   dxxSdx
xQ

xP
nm

n

m )(      dxxRr ,  де  )(xS nm  – ціла частина,  
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 xQ

xR

n

r  – правильний дріб.  

ТЗ 13.10. Який раціональний дріб   
 
 xQ

xP
xR

n

m ,  де   xPm  і   xQn  – многочлени відповідно 

степеня m  і n ,  називається правильним? Яке співвідношення застосовується для інтегрування 

правильного раціонального дробу?  

А. дріб, у якому  nm  ;  
 
 

     dxxQdxxPdx
xQ

xP
nm

n

m .   

Б. дріб, у якому  nm  ;  
 
 

     dxxQxPdx
xQ

xP
nm

n

m .  

В. дріб, у якому  nm  ;       
 
 

     )()( xdQxPxQxPdx
xQ

xP
nmnm

n

m .  

Г. дріб, у якому  nm  ;  
 
 

 
i

i

n

m dxxEdx
xQ

xP
)( ,  де  )(xEi  – елементарний дріб, що 

відповідає одній із складових розкладу знаменника на прості дійсні множники.  

ТЗ 13.11. Розклад правильного раціонального дробу  
xx

xx

4

84
3

2




 на суму елементарних дробів 

має вигляд   

А. 
4

23
2 




x

x

x
.     Б. 

4

25
2 






x

x

x
.     В. 

2

2

2

31









xxx
.     Г. 

4

432
2 






x

x

x
.  

ТЗ 13.12. Розклад правильного раціонального дробу  
23 2

6

xx

x




 на суму елементарних дробів має 

вигляд   

А. 
2

132
2 


xxx

.           Б. 
2

113
2 





xxx

.    

В. 
2

142
2 






xxx
.           Г. 

2

23
2 




xx
.  

ТЗ 13.13. Розклад правильного раціонального дробу  
3

2

)2(

62





x

x
 на суму елементарних дробів має 

вигляд   

А. 
2

1

)2(

3
2 






xx
.                       Б. 

2

1

)2(

5

)2(

2
23 





 xxx
.   

В. 
2

3

)2(

4

)2(

1
23 







 xxx
.     Г. 

23 )2(

4

)2(

2




 xx
.  

ТЗ 13.14. Розклад правильного раціонального дробу  
86

106
2 



xx

x
 на суму елементарних дробів 

має вигляд   

А. 
4

7

2

1








xx
.   Б. 

4

4

2

3




 xx
.   В. 

4

5

2

2








xx
.    Г. 

4

1

2

4








xx
.  

ТЗ 13.15. Розклад правильного раціонального дробу  
xx

x

4

816
3 


 на суму елементарних дробів має 

вигляд   
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А. 
2

3

2

12









xxx
.          Б. 

2

2

2

14







xxx
.    

В. 
2

1

2

42











xxx
.       Г. 

2

3

2

52









xxx
.  

ТЗ 13.16. Який метод застосовується при інтегруванні раціональної функції від лінійних 

ірраціональностей   

        dxbaxbaxbaxbaxR knnn
,,,, 21  ?  

А. застосовується метод заміни змінної;  utgax  .   

Б. застосовується метод інтегрування частинами.   

В. застосовується метод заміни змінної: 
Nubax  , де  knnnHСKN ,, 21  .   

Г. застосовується метод заміни змінної:  uax sin .  

ТЗ 13.17. Що називається універсальною тригонометричною підстановкою і для знаходження яких 

інтегралів вона застосовується?  

А. 
2

x
tgz  ; застосовується при інтегруванні тригонометричних функцій   dxxxf cos,sin , де f  

– довільна функція відносно xsin  і xcos .   

Б. xtgz  ; застосовується при інтегруванні тригонометричних функцій   dxxxf cos,sin , де f  

– довільна функція відносно xsin  і xcos .   

В. 
2

x
tgz  ; застосовується при інтегруванні тригонометричних функцій   dxxxR cos,sin , де  

R  – раціональна функція відносно xsin  і xcos .  

Г. xz 2cos ; застосовується при інтегруванні тригонометричних функцій   dxxxR cos,sin , де  

R  – раціональна функція відносно xsin  і xcos .  

ТЗ 13.18. Який метод застосовується для обчислення інтеграла     dxxaxR 22, ,  де R  – 

раціональна функція?  

А. застосовується метод заміни змінної;  utgax  .   

Б. застосовується метод заміни змінної: uax sin .   

В. застосовується метод інтегрування частинами.   

Г. застосовується метод заміни змінної:  uax cos .  

ТЗ 13.19. Який метод застосовується для обчислення інтеграла     dxaxxR 22, ,  де R  – 

раціональна функція?  

А. застосовується метод заміни змінної;  utgax  .   

Б. застосовується метод інтегрування частинами.   

В. застосовується метод заміни змінної: uax sin .   

Г. застосовується метод заміни змінної:  uax cos .  

ТЗ 13.20. Який метод застосовується для обчислення інтеграла     dxaxxR 22, ,  де R  – 

раціональна функція?    

А. застосовується метод заміни змінної;  utgax  .   

Б. застосовується метод інтегрування частинами.   

В. застосовується метод заміни змінної:  uax cos .   

Г. застосовується метод заміни змінної: uax sin .  
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ТЗ 14.1. Невизначений інтеграл     dxx 23sin   дорівнює   

А.   Cx 23cos .   Б.   Cx  23cos .  

В.   Cx  23cos
3

1
.   Г.   Cx  23cos

2

1
.  

ТЗ 14.2. Невизначений інтеграл     dxxсos 32   дорівнює   

А.   Cx  32sin
3

1
.             Б.   Cx 32sin

2

1
.   

В.   Cx 32sin .                  Г.   Cx  32sin2 .  

ТЗ 14.3. Невизначений інтеграл   xdxtg3   дорівнює   

А. Cx  3cosln .   Б. Cx 3sinln .   В. Cx 3cosln3 .  

Г. Cx  3cosln
3

1
.     

ТЗ 14.4. Невизначений інтеграл   xdxсtg4   дорівнює   

А. Cx 4sinln
4

1
.                 Б.   Cx  4sinln .    

В. Cx 4sinln4 .                 Г.   Cx 4sinln .  

ТЗ 14.5. Невизначений інтеграл  



dx

xxx

xx

34

423
23

2

  дорівнює    

А. Cxxx  34ln3 23
.    Б. Cxxx  34ln 23

.  

В. Cxx  423ln 2
.            Г. 

 
C

xxx





223 34

1
.  

ТЗ 14.6. Невизначений інтеграл 


dx
x

x

14 4

3

  дорівнює   

А. Cx 14lg
4

1 4
.                  Б. Cx 14ln

16

1 4
.    

В. Cx 14ln4 4
.                   Г. Cx 14ln 4

.  

ТЗ 14.7. Невизначений інтеграл 


dx
e

e
x

x

53

3

  дорівнює   

А. Ce x 5ln 3
.                       Б. Ce x 5ln3 3

.    

В. Ce x 5ln
3

1 3
.                    Г. Ce x 5ln4 3

.  

ТЗ 14.8. Невизначений інтеграл 
 


dx
xarctgx21

1
  дорівнює   

А. Cxarctg ln .                       Б. Cxarctgx  .    

В. Cx  21ln .                          Г. Cxarctgx  ln .  
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ТЗ 14.9. Невизначений інтеграл 


dx
x

xarctg
2

3

1
  дорівнює   

А. Cxarctg 4
.                          Б. Cxarctg 44 .    

В. Cxarctg 4

4

1
.                      Г. Cxarctg 23 . 

ТЗ 14.10. Невизначений інтеграл  dx
x

xln
  дорівнює   

А. C
x


ln2

1
.                          Б. Cx 3ln

3

2
.    

В. Cx 3ln
2

3
.                        Г.  Cx ln2 .  

ТЗ 14.11. Невизначений інтеграл 


dx
x

x

21

arcsin
  дорівнює   

А. Cx 2arcsin .                       Б. Cx 2arcsin
2

1
.    

В. Cxarcsin2 .                       Г. Cx 2arcsin2 .  

ТЗ 14.12. Невизначений інтеграл 

 


dx
x

x
32 4

  дорівнює   

А. 

 
C

x



22 44

1
.                    Б. 

 
C

x





22 44

1
.    

В.   Cx 
22 4

4

1
.                   Г. 

 
C

x



22 43

4
.  

ТЗ 14.13. Невизначений інтеграл   dxxe x 423
  дорівнює   

А. Ce x 423

6

1
.    Б. Ce x 423

3

1
.   В. Ce x 423

4

1
.    Г. Ce x 4236 .  

ТЗ 14.14. Невизначений інтеграл 


dx
x

e xtg

2cos
  дорівнює   

А. Ce xtg 
.     Б. Ce xtg 2

.   В. Cxtge xtg  
.    Г. Ce xtg  

.  

ТЗ 14.15. Невизначений інтеграл 
 dxx 832   дорівнює   

А. C
x




2ln3

2 83

.      Б. C
x




2ln

2 83

.   В. C
x




6

2 83

.     Г. Cx 832
8

1
.  

ТЗ 14.16. Невизначений інтеграл  dx
x

x5
  дорівнює   

А. Cx 5
5ln

2
.      Б. Cx 52 .   В. C

x


5ln

5
.    Г. Cx  5ln5 .  

ТЗ 14.17. Невизначений інтеграл 


dx
x249

1
  дорівнює   

А. C
x

arctg 
2

3

6

1
.                   Б. C

x
arctg 

3

2

4

1
.  
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В. C
x

arctg 
3

2

6

1
.                   Г. C

x
arctg 

3

2

3

2
.  

ТЗ 14.18. Невизначений інтеграл 


dx
x249

1
  дорівнює   

А. C
x


3

2
arcsin

2

1
.                   Б. C

x


3

2
arcsin

3

2
.  

В. C
x


3

2
arcsin

2

3
.                   Г. C

x


2

3
arcsin

2

3
.  

ТЗ 14.19. Невизначений інтеграл 


dx
x

x
41

  дорівнює   

А. Cxarctg 2
.                        Б. Cxarctg 2

2

1
.    

В. Cxarctg 22 .                       Г. Cxarctg 2 .  

ТЗ 14.20. Невизначений інтеграл 


dx
x

x

6

2

16
  дорівнює   

А. C
x


4

arcsin
3

.                       Б. C
x


4

arcsin3
3

.    

В. C
x


4

arcsin
3

1 3

.                    Г. Cx 3arcsin4 .  

ТЗ 14.21. Невизначений інтеграл 
 232 xx

dx
  дорівнює   

А. Cxx  23ln 2
.                 Б. C

x

x






1

2
ln .    

В. C
x

x






2

1
ln .                        Г.    Cxx  21ln .  

ТЗ 14.22. Невизначений інтеграл 
 842 xx

dx
  дорівнює   

А. C
x

arctg 


2

2

2

1
.                Б. C

x
arctg 



2

2
.  

В. C
x

arctg 


2

2
2 .                 Г.   Cxarctg  222 .  

ТЗ 14.23. Невизначений інтеграл 
 862 xx

dx
  дорівнює   

А. Cxx  86ln 2
.               Б.    Cxx  24ln .  

В. C
x

x






2

4
ln

2

1
.                      Г. C

x

x






2

4
ln2 .  

ТЗ 14.24. Невизначений інтеграл 
 24102 xx

dx
  дорівнює   

А. Cxx  2410ln 2
.           Б.    Cxx  46ln .  
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В. C
x

x






4

6
ln

3

1
.                      Г. C

x

x






4

6
ln

2

1
.  

ТЗ 14.25. Невизначений інтеграл 
 2582 xx

dx
  дорівнює   

А. Cxx  258ln 2
.              Б. C

x
arctg 



3

4
.  

В. C
x

x






4

4
ln

2

1
.                      Г. C

x
arctg 



3

4

3

1
.  

ТЗ 14.26. Невизначений інтеграл 




136

)3(
2 xx

dxx
  дорівнює   

А. Cxx  136ln
2

3 2
.         Б. C

x
arctg 



2

3

2

1
.  

В. C
x

x






3

3
ln

2

1
.                    Г. Cxx  136ln

2

1 2
.  

ТЗ 14.27. Невизначений інтеграл 




507

)72(
2 xx

dxx
  дорівнює   

А. Cxx  507ln
2

1 2
.         Б. C

x
arctg 



2

7
.  

В. Cxx  507ln 2
.            Г. C

x

x


 7
ln

2

1
.  

ТЗ 14.28. Невизначений інтеграл 
 29102 xx

dx
  дорівнює   

А. Cxx  2910ln
2

1 2
.       Б. C

x
arctg 



2

5

2

1
.  

В. C
x

x






5

5
ln

2

1
.                     Г. C

x
arctg 



2

5
2 .  

ТЗ 14.29. Невизначений інтеграл  dxxtg2
  дорівнює   

А. Cxxtg  .    Б. Cxxtg  .    В. Cxctgx  .     Г. Cxctgx  .  

ТЗ 14.30. Невизначений інтеграл  dxxсtg 22
  дорівнює   

А. Cxxctg 2 .                       Б. Cxxctg  2 .  

В. Cxxctg  2
2

1
.                Г. Cxxctg  22 .  

ТЗ 14.31. Невизначений інтеграл   dxxx cossin3
  дорівнює   

А. C
x


4

sin4

.   Б. Cx 4sin4 .   В. Cx2sin2 .    Г. Cx 2sin3 .  

ТЗ 14.32. Невизначений інтеграл   dxxx sincos4
  дорівнює   

А. C
x


5

cos5

.     Б.  C
x


5

cos5

.   В. Cxсos 55 .     Г. Cxсos  34 .  

ТЗ 14.33. Невизначений інтеграл 
5x

dx
  дорівнює   
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А.   Cxx  5ln2 .       Б. Cxx  5ln5 .  

В. Cxx  5ln5 .         Г.   Cxx  5ln52 .  

ТЗ 14.34. Невизначений інтеграл 
 2x

dx
  дорівнює   

А.   Cxx  2ln22 .     Б. Cxx  2ln2 .  

В.   Cxx  2ln22 .      Г. Cxx  2ln2 .  

ТЗ 14.35. Невизначений інтеграл  dxxex
  дорівнює   

А. Cexe xx  .                         Б. Cex x 2
.    

В. Cxee xx  .                        Г. Cexe xx  .  

ТЗ 14.36. Невизначений інтеграл  dxxxsin   дорівнює   

А. Cxxx sincos .               Б. Cxxx sincos .    

В. Cxxx  sincos .            Г. Cxxx cossin .  

ТЗ 14.37. Невизначений інтеграл  dxxxarcsin   дорівнює   

А. Cxx  21arcsin .       Б. Cxxx  21arcsin .  

В. Cxxx  212arcsin .   Г. Cxx arcsin2
.  

ТЗ 14.38. Невизначений інтеграл  dx
x

x
2

sin   дорівнює   

А. C
xx

x 
2

sin4
2

cos2 .     Б. C
xx

x 
2

sin2
2

cos .  

В. C
xx

x 
2

sin4
2

cos2 .     Г. C
xx

x 
2

sin2
2

cos2 .  

ТЗ 14.39. Невизначений інтеграл  dx
x

x
2

cos   дорівнює   

А. C
xx

x 
2

cos4
2

sin2 .       Б. C
x

x 
2

sin2 2
.  

В. C
xx

x 
2

cos4
2

sin2 .       Г. C
xx

x 
2

cos
2

sin .  

ТЗ 14.40. Невизначений інтеграл  dxxarctg   дорівнює   

А.   Cxxarctg  21ln2 .    Б.   Cxxarctgx  21ln .  

В.   Cxxarctgx  21ln
2

1
.  Г.   Cxxarctg  21ln

2

1
.  

ТЗ 14.41. Невизначений інтеграл  dxxarctgx   дорівнює   

А. Cxarctgxxarctgx 
2

1

2

1

2

1 2
.  Б. Cxarctgxxxarctg 

2

1

2

1
.  

В. Cxarctgxxarctgx 
2

1

2

1 2
.   Г. Cxarctgxxarctgx 

2

1
22

.  
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ТЗ 14.42. Невизначений інтеграл 
 dxex x

  дорівнює   

А. Cex x  2

2

1
.                    Б. Ceex xx  

.    

В. Ceex xx  
.                Г. Ceex xx  

.  

ТЗ 14.43. Невизначений інтеграл 
 22 1 xx

dx
  дорівнює   

А. C
x

x


 212
.    Б. C

x

x





21
.  В. C

x

x





21
.   Г. C

x

x



2

21
.  

ТЗ 14.44. Невизначений інтеграл 
122 xx

dx
  дорівнює   

А. Cx
x

x


12

.  Б. C
x

x



3

2 1
.   В. C

x

x





12
.   Г. C

x

x





12

.  

ТЗ 14.45. Невизначений інтеграл 
122 xx

dx
  дорівнює   

А. Cx
x

x


12

.  Б. C
x

x





2

2 1
. В. C

x

x





12
.  Г. C

x

x




2

12

.  

ТЗ 14.46. Невизначений інтеграл 

 



321 x

dx
  дорівнює   

А. C
x

x


 21
.    Б. C

x

x





21
.   В. C

x

x


 21
.    Г. C

x

x


 2

2

1
.  

ТЗ 14.47. Невизначений інтеграл 

 



32 1x

dx
  дорівнює   

А. Cx
x

x


12

.  Б. C
x

x





2

2 1
.  В. C

x

x





12
.   Г. C

x

x


12
.      

ТЗ 14.48. Невизначений інтеграл 

 



32 1x

dx
  дорівнює   

А. C
x

x


12

.   Б. C
x

x





12
.  В. C

x

x


12
.   Г. Cx

x

x


12
.  

ТЗ 14.49. Невизначений інтеграл 


2

21

x

dxx
  дорівнює   

А. Cx
x

x



 arcsin

1 2

.      Б. C
x

x





21
.  

В. Cxx  arcsin1 2
.          Г. C

x

x





2

21
.  

ТЗ 14.50. Невизначений інтеграл 
 
 xx

dx

1
  дорівнює   
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А. Cxarctg 2 .                      Б. Cxarctg  .    

В. Cxarctg 
2

1
.                     Г. Cxxarctg  .  

ТЗ 14.51. Невизначений інтеграл 
 
 xx

dx

1
  дорівнює   

А. Cxarctg 2 .                     Б. Cxx  ln1ln2 .  

В. C
x

x






1

1
ln

2

1
.                   Г. C

x

x






1

1
ln

2

1
.  

ТЗ 14.52. Невизначений інтеграл 
 

 xx

dx

13
  дорівнює   

А. Cxarctgx  666 .     Б. Cxarctgx  663 .  

В. Cxarctgx 666 .        Г. Cxarctgx  66 66 .  

ТЗ 14.53. Невизначений інтеграл 


dx
x

x 1
  дорівнює   

А. Cxx  ln2 .            Б. Cxx  ln22 .  

В. Cxx  ln2 .             Г. Cxx  ln2 .  

ТЗ 14.54. Невизначений інтеграл 
 

 33 1 xx

dx
  дорівнює   

А. Cxx  1ln3 33 2
.        Б. Cxx  1ln 33 .  

В. Cxx  1ln33 33 .        Г. Cxx  1ln3 3 . 

 

Практичне заняття №9. Властивості визначеного інтеграла. Формула 
Ньютона-Лейбніца 

 
Нехай на деякому проміжку  ba,  задана неперервна функція )(xfy  .  

Означення. Криволінійною трапецією називається фігура, яка обмежена лініями: 

bxaxyxfy  ,,0),( (мал. 71). 

                       у 
 

 

                                         )(xfy   

 

 

 

 

  

 

                                            0x                                                nx           х 

                                 О          а    1x   2x  … kx  1kx  … 1nx  b            

                                                                     мал. 71      
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Виберемо на сегменті  ba,  множину точок: 

                   bxxxxxxxa nnkk   11210 ...... .                              (8.1)   

Прямими bxxxxxxxxxxxax nkk   ,,...,,,...,,, 1121
 криволінійна трапеція 

розбивається на n менших частинок. Кожну із таких частинок можна замінити 

прямокутником. Якщо покласти: 1,0,1   nkxxx kkk , то отримаємо, що площа 

кожного такого прямокутника дорівнює:
kk xxf )( . Для суми площ усіх прямокутників 

одержимо вираз:   

                         




 
1

0

111100 )()(...)()(
n

k

kknn xxfxxfxxfxxf .                           (8.2)  

Суму (8.2) можна вважати наближеним значенням площі криволінійної трапеції. 

Очевидно, коли поділ (8.1) буде досить дрібним, сума (8.2) мало відрізнятиметься від площі 

криволінійної трапеції.                                                                                                          

Нехай на проміжку  ba,  визначена довільна функція )(xf . Вибір точок (8.1) 

називається Т-розбиттям сегмента  ba, . Тобто: 

                    bxxxxxxxaT nnkk   11210 ......: .           

Покладемо:
kxT  max)( – діаметр розбиття.  

На кожному із проміжків:  1, kk xx  виберемо довільним способом деяку точку k . 

Означення. Сума                           





1

0

)(
n

k

kk xxf                               (8.3)   

називається інтегральною сумою функції )(xf , яка відповідає даному Т-розбиттю сегмента 

 ba,  і вибору точок k . 

Сума   залежить від функції, розбиття і вибору точок k , тобто:  kTf  ,, . 

Суми виду (8.3) називаються інтегральними сумами Рімана. 

Означення. Число I  називається границею інтегральних сум (8.3), якщо: 

:00    яке б не брали Т-розбиття і як би не вибирали точки k ,  як тільки    

                                      )(T , то   I .   

Якщо число I  є границею інтегральних сум (8.3), то цей факт записують так: 

                           






1

0
0)(0)(

)(limlim
n

k

kk
TT

xxfI


 .                                                (8.4) 

 

Означення. Якщо існує границя інтегральних сум (8.3), то функція )(xf  називається  
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інтегровною на сегменті  ba, , а значення I  границі інтегральних сум називається 

визначеним інтегралом і позначається: 
b

a

dxxf )( .  

Отже, визначений інтеграл є границя інтегральних сум: 

                               






1

0
0)(

)(lim)(
n

k

kk
T

b

a

xxfdxxf


.                                                    (8.5) 

Властивості визначених інтегралів:  

1)  

b

a

b

a

dxxfCdxxfC )()( ,                                                                                               (8.6) 

2)    

b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf )()()()( ,                                                                        (8.7) 

3) 0)( 
a

a

dxxf ,                                                                                                                  (8.8) 

4)  

b

a

a

b

dxxfdxxf )()( ,                                                                                                    (8.9) 

5) Якщо bca  , то  

b

c

c

a

b

a

dxxfdxxfdxxf )()()( ,                                                  (8.10) 

6) Якщо 0)( xf , то 0)( 
b

a

dxxf , 

7) Якщо 0)( xf , то 0)( 
b

a

dxxf , 

8) Якщо на сегменті  ba,  виконується нерівність: )()( xgxf  , то:                                 

                                                      

b

a

b

a

dxxgdxxf )()( . 

 

Теорема 

Якщо функція )(xf  є неперервною на сегменті  ba,  і )(xF  – одна із первісних функції 

)(xf , то має місце рівність: 

                                                 )()()( aFbFdxxf

b

a

                                                (8.11)   

– формула Ньютона-Лейбніца. 

Формула Ньютона-Лейбніца можна записати у вигляді:  

                                                      
b

a

b

a

xFdxxf )()(  .                                                  (8.12) 
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Приклад. Обчислити інтеграли:  

1) dxx


0

sin , 

2)  dxxx 

4

1

34 , 

3) dxx


3

2

. 

1) Однією з первісних функції xxf sin)(   є xxF cos)(  . Тоді за формулою 

Ньютона-Лейбніца отримаємо:                      

      2110coscoscossin
0

0

 




xdxx . 

2)    
4

1

3
4

1

2

4

1

3
4

1

2
4

1

3
4

1

24

1

4

1

4

1

22
3

2
3

2
4

3

2
3

2
43434 xx

xxxx
dxxdxxdxxx

  4414301642)116(2  , 

3) 5,6
2

13

2

9

2

4

22
)(

3

0

2
0

2

23

0

0

2

3

2






xx

dxxdxxdxx . 

 
Тестові завдання до практичного заняття: 

ТЗ 15.1. У чому полягає геометричний зміст визначеного інтеграла  
b

a

dxxf ?  

А.   Sdxxf
b

a

  дорівнює площі криволінійної трапеції, що обмежена лініями: 

 xfybxaxy  ,,,0  в декартовій системі координат Oxy .   

Б.   Sdxxf
b

a

  дорівнює площі криволінійної трапеції, що обмежена лініями: axy  ,1 , bx  , 

 xfy   в декартовій системі координат Oxy .   

В.   Sdxxf
b

a

  дорівнює площі криволінійної трапеції, що обмежена лініями: 

 xfybxxy  ,,0,0  в декартовій системі координат Oxy .    

Г.   Sdxxf
b

a

  дорівнює площі криволінійного сектора, обмеженого лініями: ba  , , 

  f  в полярній системі координат.  

ТЗ 15.2. В чому полягає зв’язок між невизначеним інтегралом   dxxf  і інтегралом зі змінною 

верхньою межею  
x

a

dttf ? 
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А.      
b

a

Cdttfdxxf , де C  – довільна стала.   

Б.     
x

a

dttfdxxf .   

В.     
a

a

Cdttfdxxf , де C  – довільна стала.   

Г.     
x

a

Cdttfdxxf ,  де C  – довільна стала.  

ТЗ 15.3. Чому дорівнює      
b

a

dxxgxf ,  де ,  – довільні сталі?  

А.           
b

a

b

a

b

a

dxxfdxxgdxxgxf .  

Б.           
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf .  

В.           
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf .  

Г.           
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf .  

ТЗ 15.4. Як виглядає формула Ньютона–Лейбніца, що виражає зв’язок між визначеним інтегралом 

 
b

a

dxxf  і відповідним невизначеним інтегралом   CxFdxxf  )( ?  

А. )()()()( bFaFxFdxxf
b

a

b

a

 .               Б. )()()()( afbfxfdxxf
b

a

b

a

 .  

В. )()()()()( aFbFxFxFdxxf
b

a

b

a

 .   Г. )()()()( aFbFxFdxxf
b

a

b

a

 .   

ТЗ 15.5. Як виглядає одна з форм заміни змінної у визначеному інтегралі?  

А.     
   

   
  






2

121 ;

; u

u

b

a

duuf
buau

dxxduxu
dxxxf .  

Б.     
   

  





b

a

b

a

duuf
buau

dxxduxu
dxxxf

21 ;

;
.  

В.   
   

  





b

a

b

a

duuf
buau

dxxduxu
dxxf

21 ;

;
.  

Г.   
   

   
  






2

121 ;

; u

u

b

a

duuf
buau

dxxduxu
dxxf .  

 

ТЗ 15.6. Як виглядає формула інтегрування частинами у визначеному інтегралі?  
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А.  
b

a

b

a

b

a

b

a

duvvudvu .      Б.  
b

a

b

a

b

a

duvuvdvu .  

В.  
b

a

b

a

b

a

duvuvdvu .             Г.  
b

a

b

a

b

a

duvuvdvu .   

ТЗ 15.7. Чому дорівнює визначений інтеграл   
1

0

3
1 dxx ?  

А. 417 .    Б. 415 .    В. 316 .    Г. 315 .  

ТЗ 15.8. Чому дорівнює визначений інтеграл 


6

0

3sin xdx ?  

А. 61 .       Б. 41 .       В. 31 .       Г. 32 .  

ТЗ 15.9. Чому дорівнює визначений інтеграл 


1

0
2 4

dx
x

x
?  

А. 
4

5
ln

2

1
.  Б. 

4

5
ln .  В. 4ln5ln  .  Г. 

4

5
ln2 .  

ТЗ 15.10. Чому дорівнює визначений інтеграл 


2

0
2 4

1
dx

x
?  

А. 4 .    Б. 6 .    В. 2 .    Г. 8 .  

ТЗ 15.11. Чому дорівнює визначений інтеграл 
 2

0

2cos dxxx ?  

А. 41 .    Б. 21 .    В. 2 .    Г. 43 .  

ТЗ 15.12. Чому дорівнює визначений інтеграл 


0

2sin dxxx ?  

А. 4 .    Б. 21 .    В. 2 .    Г. 8 .  

ТЗ 15.13. Чому дорівнює визначений інтеграл 
e

dxxx
1

ln ?  

А. 
4

12 


e
.    Б. 

4

12 e
.    В. 

2

12 e
.    Г. 

2

2e
.  

ТЗ 15.14. Чому дорівнює визначений інтеграл 
2

0

2 dxex x
?  

А. 4 .    Б. 44 e .    В. e2 .    Г. 41 .  

ТЗ 15.15. Чому дорівнює визначений інтеграл 



0

2cossin dxxx ?  

А. 4 .    Б. 21 .    В. 31 .    Г. 2 .  

ТЗ 15.16. Чому дорівнює визначений інтеграл 




2

0

2coscos dxxx ?  

А. 3 .    Б. 2 .    В. 61 .    Г. 31 .  
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ТЗ 15.17. Визначений інтеграл 



0

4cos3sin dxxx  дорівнює  

А. 61 .     Б. 201 .     В. 32 .     Г. 81 .  

ТЗ 15.18. Визначений інтеграл 




4

0

7cos3cos dxxx  дорівнює  

А. 74 .     Б. 83 .     В. 201 .     Г. 31 .  

ТЗ 15.19. Визначений інтеграл 




4

0

9sin5sin dxxx  дорівнює  

А. 21 .     Б. 281 .     В. 201 .     Г. 32 .  

ТЗ 15.20. Чому дорівнює визначений інтеграл  


0

3sin dxx ?   

А. 32 .     Б. 281 .     В. 101 .     Г. 31 .  

ТЗ 15.21. Чому дорівнює визначений інтеграл  
 2

0

3cos dxx ?   

А. 65 .     Б. 151 .     В. 31
3

1
 .     Г. 32 .  

ТЗ 15.22. Чому дорівнює визначений інтеграл  


0

2sin dxx ?   

А. 32 .     Б. 2 .     В. 3 .     Г. 31 .  

ТЗ 15.23. Чому дорівнює визначений інтеграл  
 2

0

2cos dxx ?   

А. 4 .     Б. 2 .     В. 4 .     Г. 31 .  

ТЗ 15.24. Яку заміну змінної інтегрування треба застосувати для обчислення визначеного 

інтеграла 


9

4 1x

dx
 і чому дорівнює його значення?  

А.  












9

4

2

3

8
ln52

1

2
; du

u

u
ux .   Б.  




3

2

2 2ln
1

1
; du

u
ux .    

В.  



9

4

2

3

8
ln

1

1
; du

u
ux .  Г.   




3

2

2 2ln12
1

2
; du

u

u
ux .  

ТЗ 15.25. Яку заміну змінної інтегрування треба застосувати для обчислення визначеного 

інтеграла  
1

0

2 1 dxxx  і чому дорівнює його значення?      

А. 



2

1

2

)122(3

1

2

1
;1 duuxu .   Б. 

2xu  ;  
1

0
3

1

2

1
duu .    

В.   
2

1

2 122
3

1

2

1
;1 duuxu .Г.   

3

2

2 2233
3

1

2

1
;1 duuxu .  

ТЗ 15.26. Яку заміну змінної інтегрування треба застосувати для обчислення визначеного 
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інтеграла 


1

0
24 x

x

e

dxe
 і чому дорівнює його значення?  

А.  



e

x e
arctg

u

du
eu

1
2 22

1

4
; .   Б. 

xeu  ;  


1

0
24 u

du
  

2

1

2

1
arctg .    

В.  












e
x arctg

e
arctg

u

du
eu

1
2 2

1

22

1

4
; .  Г.  




e
x arctg

e
arctg

u

du
eu

1
2 2

1

24
; .  

ТЗ 15.27. Яку заміну змінної інтегрування треба застосувати для обчислення визначеного 

інтеграла 





2

0
cos2 x

dx
 і чому дорівнює його значення?  

А. 






1

0
2 84

1
;

2
du

u

x
tgu .   Б. 

2

x
tgu  ;   



1

0
23

1
du

u
 

36


.    

В. 








2

0
2

222

1

2

1
;

2
arctgdu

u

x
tgu . Г. 









2

0
2 42

1

4

1
;

2
arctgdu

u

x
tgu .  

ТЗ 15.28. Яку заміну змінної інтегрування треба застосувати для обчислення визначеного 

інтеграла 


1

33
22 1xx

dx
 і чому дорівнює його значення?  

А. 






4

6
2

13
sin

;
u

du
utgx .    Б. utgx  ;  






4

6
2

3

sin

cos

u

duu
 

4

32 
.    

В. 






4

6
2

22
sin

cos
;

u

duu
utgx .   Г. 




1

33
2 12

5

sin

cos
;

u

duu
utgx .  

ТЗ 15.29. Яку заміну змінної інтегрування треба застосувати для обчислення визначеного 

інтеграла 
2

2
4

2 1

x

dxx
 і чому дорівнює його значення?  

А. 







3

4
2 4

235

sin

cos
;

cos

1

u

duu

u
x .Б.

u
x

cos

1
 ; 








3

4

2

24

2233
cossin duuu .    

В. 





3

4

2sin;
cos

1
duu

u
x

12

236 
.  Г. 








3

4

2

8

259
sincos;

cos

1
duuu

u
x .  

ТЗ 15.30. Яку заміну змінної інтегрування треба застосувати для обчислення визначеного 

інтеграла 

 




22

21
321 x

dx
 і чому дорівнює його значення?  

А. 




22

21
2 6

24

cos
;sin

u

du
ux .   Б. ux sin ;   








4

6
2 3

33

cos u

du
.    

В. 







4

6
2 3

2332

cos

sin
;sin

u

duu
ux . Г. 








4

6
2 4

32

cos
;sin

u

du
ux . 
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Практичне заняття №10. Застосування визначеного інтегралу 

1. Площа криволінійної трапеції.  

Нехай маємо криволінійну трапецію, обмежену лініями: bxaxyxfy  ,,0),(  

(мал. 72). 

                                 у 

                                                           )(xfy   

 

                      

 

               

                                          О          а                                   b                х 
                                                              мал. 72      

Площа криволінійної трапеції обчислюється за формулою: 

                                                            
b

a

dxxfS )( .                                                        (8.13) 

Нехай фігура обмежена прямими bxax  , , знизу графіком функції )(1 xfy  , а 

зверху графіком функції )(2 xfy   (мал. 73). 

   

                                               у                      )(2 xfy   

 

                      

 

                                                   О 

                                                              а                                     b            х 

                                                                 

 

 

                                                                        )(1 xfy   

                                                             мал. 73      
Площа такої фігури обчислюється за формулою: 

                                                      

b

a

dxxfxfS )()( 12 .                                                   (8.14)   

Приклад. Обчислити площу фігури, обмеженої лініями: 2,0,2  xyxy  (мал. 74). 

                                                              у 

 

                                                              4 

                                                                        2xy   

 

                                     2x  

                                                             1 

                                                                                              х 

                                              -2   -1     О  1    2 
                                                                 мал. 74      
За формулою (8.13) отримаємо: 

3

2
2

3

8
0

3

0

2

30

2

2 




x

dxxS  (кв.од.) 
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2. Довжина кривої. 

Нехай маємо неперервну криву, задану рівнянням: )(xfy  , де  bax ,  (мал. 75). 

                                у 
  

                                                          )(xfy   

                                                        

 

                      

 

                                      О 

                                                     а                                  b                 х 
                                                              мал. 75       

Довжина цієї кривої обчислюється за формулою: 

                                                 dxxfl

b

a

  )(1 2
.                                                      (8.15) 

Приклад. Обчислити довжину кривої, заданої рівнянням: 

ex
xx

y  1,
2

ln

4

2

. 

Знайдемо 
x

x
xf

2

1

2
)(  . Тоді за формулою (8.15): 









  dx

x

x
dx

x

x
dx

x

x
l

eee

1

2

2

1

2

2

1

2

4

1

2

1

44

1

2

1

4
1

2

1

2
1




































 

e
eee

x
x

dx
x

xdx
x

x
dx

x

x

1

2

111

2

ln
22

11

2

1

2

1

22

1

2
 

 1
4

1

2

1

22

1

2

1
1

22

1
1ln

2

1
ln

22

1 2
222



























 e

ee
e

e
 (од.) 

3. Обчислення об’єму тіла обертання. 

Нехай функція )(xfy   неперервна на сегменті  ba,  і графік цієї функції не перетинає 

осі Ох на даному проміжку (мал. 76). 

                                           у          

                                                                                      )(xfy   

 

                      

 

                                                  О 

                                                                    а             х                   b              х 

                           

 

 

                    

                 
                                                                        мал. 76      
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b  

y  

x  

D  

a  

ax        bx        

)(1 xyy 

      

)(2 xyy 

      

O  

Рис. 1 

Об’єм тіла, обмеженого площинами bxax  ,  і поверхнею, утвореною обертанням 

графіка функції )(xfy   навколо осі Ох, обчислюється за формулою: 

                                                     

b

a

dxxfV )(2 .                                                         (8.16) 

Приклад. Обчислити об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі Ох фігури, 

обмеженої параболою 2

4

1
xy   і прямою 2x   (мал. 7). 

                                                              у 

                                                                          

                                                              1                      2

4

1
xy   

                                                      

                                                                                                х 
                                                                                    2 

                                            

                                                                             
                                      

                                                    

                                                       мал. 77      

За формулою (8.16) отримаємо:  

5

2
32

8051616

1
2

0

52

0

4 
  

x
dxxV  (куб.од.) 

Тестові завдання до практичного заняття: 

ТЗ 16.1. Площа S  плоскої області D , правильної (стандартної) у напрямку координатної осі Ox  

(рис. 1), обчислюється за формулою   

А.   
b

a

dxxyxyS )()( 21 .   Б.   
b

a

dxxyxyS )()( 12 .   

В.  
b

a

dxxyxyS )()( 21 .         Г.   
b

a

dxxyxyS )()( 21 .   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

ТЗ 16.2. Площа S  плоскої області D , правильної (стандартної) у напрямку координатної осі Oy  

(рис. 2), обчислюється за формулою   
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Рис. 2  

y  

x  

D  

c  

O  

dy 

      

)(2 yxx 

      

cy        

d  

)(1 yxx 

      

А.   
d

c

dyyxyxS )()( 21 .        Б. 
d

c

dy
yx

yx
S

)(

)(

1

2 .   

В.  
d

c

dyyxyxS )()( 21 .            Г.   
d

c

dyyxyxS )()( 12 .   

 

 

 

 

 

 

 

 

ТЗ 16.3. Площа якої фігури в системі координат Oxy  обчислюється за допомогою визначеного 

інтеграла   
2

0 0

23
2

3

8

3

x
dxxS ?   

А. Площа криволінійної трапеції, яка обмежена лініями  2,1  xx , 
2,0 xyy  .    

Б. Площа криволінійної трапеції, яка обмежена лініями  
2,1,2,2 xyyxx  .    

В. Площа криволінійної трапеції, яка обмежена лініями  2,0  xx , 
2,0 xyy  .     

Г. Площа криволінійної трапеції, яка обмежена лініями  4,,2,0 2  yxyxx .  

ТЗ 16.4. Площа якої фігури в системі координат Oxy  обчислюється за допомогою визначеного 

інтеграла  

 
 

 






3

2

22

2

32

2

7

2

34

2

1
1

x
dxxS ?  

А. Площа криволінійної трапеції, яка обмежена лініями  1,0,3,2  xyyxx .    

Б. Площа криволінійної трапеції, яка обмежена лініями  1,0,3,0  xyyxx .    

В. Площа криволінійної трапеції, яка обмежена лініями  2,0  xx , 1,0  xyy .    

Г. Площа криволінійної трапеції, яка обмежена лініями  1,3,1,2  xyxyx .  

ТЗ 16.5. Площа якої фігури в системі координат Oxy  обчислюється за допомогою визначеного 

інтеграла  

  
1

0 0

132
2

6

1

3

1

2

1

32

xx
dxxxS ?  

А. Площа фігури, обмеженої лініями  1,0  xx , 
2xy  , xy  .    

Б. Площа фігури, обмеженої лініями  1,1  xx , 0y , 
2xy  .    

В. Площа фігури, обмеженої лініями  0x , 
2,1 xyx  , xy  .    

Г. Площа фігури, обмеженої лініями  xyxyx  ,1,0,0 .  

ТЗ 16.6. Площа якої фігури в системі координат Oxy  обчислюється за допомогою визначеного 

інтеграла    















1

0 0

133
2

3

1

3

1

3

2

33

2 xx
dxxxS ?  
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x  
O  

D  


      
       

)(1 

      

)(2 

      

Рис. 3

42  

А. Площа фігури, обмеженої лініями xyxy  ,2
.           

Б. Площа фігури, обмеженої лініями xyxy  ,2
.   

В. Площа фігури, обмеженої лініями 1,,0  xxyx , 0y .       

Г. Площа фігури, обмеженої лініями 
2,0,2,1 xyyxx  .  

ТЗ 16.7. Чому дорівнює площа S  плоскої області  

02;: 2  yxxyD ?  

А. 
3

2
2 .    Б. 

4

1
1 .    В. 

2

1
4 .    Г. 3 .  

ТЗ 16.8. Чому дорівнює площа S  плоскої області  

22 2;: xyxyD  ?  

А. 
3

2
2 .    Б. 

4

1
1 .    В. 

2

1
4 .    Г. 

3

1
2 .  

ТЗ 16.9. Чому дорівнює площа S  плоскої області  

0;02;: 3  xyxxyD ?     

А. 
3

1
4 .    Б. 

4

1
1 .    В. 

2

1
2 .    Г. 4 .  

ТЗ 16.10. Чому дорівнює площа S криволінійного сектора, обмеженого лініями 

  )(,,   у полярній системі координат?  

 

 

 

 

 

 

 

А.  




 dS 2
.   Б.  





 dS 2

2

1
.  В.  





 dS 2

2

1
.  Г.   





 dS
2

2

1
.  

ТЗ 16.11. Площа S  плоскої області D , правильної (стандартної) у напрямку координатних 

променів constCC  ,  полярної системи координат O  (рис. 3), обчислюється за 

формулою   

А.       




 dS
2

2
2

1
2

1
.   Б.   






2

2S     d
2

1 .         

В.     




 dS 12
2

1
.       Г.       





 dS
2

1
2

2
2

1
.  

ТЗ 16.12. У прямокутній декартовій системі координат Oxy  довжина l  дуги  

babaxxfyL  ,];[,)(:   дорівнює   

А.    
b

a

dxxfl
2

1 .          Б.   
b

a

dxxfl 1 .  

В.    
b

a

dxxfl
2

1 .        Г.     
b

a

dxxfl
2

1 .  
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ТЗ 16.13. Довжина l  якої дуги кривої в системі координат Oxy  обчислюється за формулою  


 
















 


1

0

1

0

1
2

222
1

eeee
dx

ee
l

xxxx

?  

А.  1;0;
2







x
ee

y
xx

.    Б.  1;0;   xeey xx
.  

В.  1;0;
2







x
ee

y
xx

.    Г.  1;0;   xeey xx
.  

ТЗ 16.14. Довжина l  якої дуги кривої в системі координат Oxy  обчислюється за формулою   

    
1

0 0

1
3

122
3

2
1

3

2
1 xdxxl ? 

А.  1;0;3  xxy .          Б.  1;0;
3

2 3  xxy .  

В.  1;0;
3

1 3  xxy .       Г.  1;0;
2

1 3  xxy .  

ТЗ 16.15. Чому дорівнює довжина l  дуги кривої   

]3;0[;
3

2
: 23  xxyL ?   

А. 
3

1
2 .      Б. 

2

23
.      В. 4 .      Г. 

3

2
4 .  

ТЗ 16.16. Чому дорівнює довжина l  дуги кривої   

]2;3[;sinln:  xxyL ?     

А. 22 .    Б.  23ln1 .    В. 3ln
2

1
.    Г. 

6


.  

ТЗ 16.17. Чому дорівнює довжина l  дуги кривої   

]6;0[;cosln:  xxyL ?   

А. 
3

2
.    Б.  23ln1 .    В. 3ln

2

1
.    Г. 3 .  

ТЗ 16.18. Чому дорівнює довжина l  дуги кривої   

  ]3;2[;1ln: 2  xxyL ?   

А. 3 .    Б.  23ln1 .    В. 3ln2 .    Г. 23 .  

ТЗ 16.19. Чому дорівнює довжина l  дуги кривої   

]2;0[;16: 2  xxyL ?   

А. 24 .      Б. 3 .      В. 2 .      Г. 2 .  

ТЗ 16.20. Чому дорівнює довжина l  дуги кривої   

]169;0[;arcsin1: 2  xxxyL ?   

А. 22 .    Б. 23 .    В. 23 .    Г. 43 .  

ТЗ 16.21. У прямокутній системі координат Oxy  довжина l  дуги параметрично заданої лінії  









,];[

),(

),(
: t

tyy

txx
L   дорівнює   
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А.  




 dttyl
2

)(1 .              Б.     




 dttytxl
22

)()( .  

В.    




 dttytxl
22

)()( .   Г.  




 dttytxl )()( .  

ТЗ 16.22. Чому дорівнює довжина l  дуги параметрично заданої лінії  ];0[
,sin3

,cos3
: 







t

ty

tx
L ?   

А. 25 .    Б. 2 .    В. 4 .    Г. 3 .  

ТЗ 16.23. Чому дорівнює довжина l  дуги параметрично заданої лінії  

  

















4

3
;0

,1ln

,2
:

2
t

ty

tarctgx
L ?   

А. 
2

1
3 .    Б. 

4

3
ln .    В. 2ln4 .    Г. 2ln .  

ТЗ 16.24. У полярній системі координат довжина l  дуги  L :   )(,,   

дорівнює   

А.    




 dl
22

)()( .   Б.  




 dl
2

)()( .  

В.    




 dl
22

)()( .   Г.    




 dl
22

)()( .  

ТЗ 16.25. Чому дорівнює довжина l  дуги кривої, що задана в полярних координатах  

]2;0[;sin6: L ?   

А. 22 .    Б. 3 .    В. 3 .    Г. 2 .  

ТЗ 16.26. Чому дорівнює довжина l  дуги кривої, що задана в полярних координатах  

]3;0[;
2

cos4: 2 


L ?   

А. 2 .    Б. 4 .    В. 24 .    Г. 6 .  

ТЗ 16.27. Чому дорівнює довжина l  дуги кривої, що задана в полярних координатах  

]
3

2
;0[;

2
sin6: 2 




L ?   

А. 23 .    Б. 4 .    В. 36 .    Г. 6 .  

ТЗ 16.28. Об’єм V  тіла, утвореного обертанням криволінійної трапеції 

)(;;0;0)(: babxaxyxfyD   навколо осі Ox , обчислюється за формулою   

А.  



b

a

dxxfV
2

)(
2

.        Б.   
b

a

dxxfV
2

)(1 .   

В.  
b

a

dxxfV
2

)( .          Г.  
b

a

dxxfV )(1 .   

ТЗ 16.29. Яка фігура при обертанні навколо осі Ox  утворює тіло з об’ємом   








2

0 0

2
32

3

32

3

4
4 xdxxV ?  

А. Криволінійна трапеція, що обмежена лініями  2,0  xx , xyy 4,0  .    
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Б. Криволінійна трапеція, що обмежена лініями  2,0  xx , xyy 2,0  .    

В. Криволінійна трапеція, що обмежена лініями  2,0  xx , xyy  ,0 .    

Г. Криволінійна трапеція, що обмежена лініями  2,0  xx , 
24,0 xyy  .  

ТЗ 16.30. Яка фігура при обертанні навколо осі Ox  утворює тіло з об’ємом   

  






3

1

24

1

3
22

2

9

2

9
9 eeedxeV xx

?  

А. Криволінійна трапеція, що обмежена лініями  3,0  xx , 
xeyy 3,0  .    

Б. Криволінійна трапеція, що обмежена лініями 3,1  xx , 
xeyy 9,0  .   

В. Криволінійна трапеція, що обмежена лініями  3,1  xx , 
xeyy 3,0  .    

Г. Криволінійна трапеція, що обмежена лініями  3,1  xx , 
xeyy 29,0  .  

ТЗ 16.31. Яка фігура при обертанні навколо осі Ox  утворює тіло з об’ємом   

 
4

0 0

42

32
2

44
x

xdxV ?  

А. Криволінійна трапеція, що обмежена лініями  4,0  xx , xyy 2,1  .   

Б. Криволінійна трапеція, що обмежена лініями  4,0  xx , xyy 4,0  .   

В. Криволінійна трапеція, що обмежена лініями  4,0  xx , xyy 2,0  .   

Г. Криволінійна трапеція, що обмежена лініями  4,0  xx , xyy 2,0  .  

ТЗ 16.32. Яка фігура при обертанні навколо осі Ox  утворює тіло з об’ємом   

 


























1

0 0

153
42

15

2

5

1

3

1

53

xx
dxxxV ?  

А. Фігура, що обмежена лініями  
2,,1,0 xyхyxx  .   

Б. Фігура, що обмежена лініями  
42 ,,1,0 xyхyxx  .   

В. Фігура, що обмежена лініями  
4,,1,0 xyхyxx  .   

Г. Фігура, що обмежена лініями  
2,0,1,0 xyyxx  .  

ТЗ 16.33. Чому дорівнює об’єм тіла, утвореного обертанням плоскої області 

 2;2;0;cos:  xyxyD  навколо осі Ox ?  

А. 
2 .    Б. 

15

16
.    В. 

2

2
.    Г. 

2

3
.  

ТЗ 16.34. Чому дорівнює об’єм тіла, утвореного обертанням плоскої області 

  ;;0;
2

cos: xy
x

yD  навколо осі Ox ?  

А. 
2 .    Б. 

15

16
.    В. 

2

2
.    Г. 

2

3
.  

ТЗ 16.35. Чому дорівнює об’єм V  тіла, утвореного обертанням плоскої області 

0;1: 2  yxyD  навколо осі Ox ?  

А. 
2 .    Б. 

15

16
.    В. 

2

2
.    Г. 

2

3
.  

ТЗ 16.36. Чому дорівнює об’єм V  тіла, утвореного обертанням плоскої області 
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1;0;0;:  xxyeyD x
 навколо осі Ox ?  

А. 
2

2e
.  Б. 

 
4

12  e
.  В. 

 
4

12  e
.  Г. 

 
2

12  e
.  

ТЗ 16.37. Чому дорівнює об’єм V  тіла, утвореного обертанням плоскої області 

  ;0;0;sin: xyxyD  навколо осі Ox ?  

А. 
4

2
.    Б. 

12

5
.    В. 

2

2
.    Г. 

6

3
.  

ТЗ 16.38. Чому дорівнює об’єм V  тіла, утвореного обертанням плоскої 

області exyxyD  ;0;ln:  навколо осі Ox ?  

А. )2(  e .    Б. )1(  e .    В. 
 

4

1 e
.    Г. 

 
2

12  e
.  

ТЗ 16.39. Чому дорівнює об’єм V  параболоїда обертання, утвореного обертанням плоскої області 

2;2: 2  xxyD  навколо осі Ox ?  

А. 22 .    Б. 2 .    В. 4 .    Г. 2 .  

ТЗ 16.40. Чому дорівнює об’єм V  конуса, утвореного обертанням плоскої області 

 3;0;2:  xxyD  навколо осі Ox ?  

А. 
29 .    Б. 

312 .    В. 4 .    Г. 36 .  

ТЗ 16.41. Площа S  поверхні, утвореної обертанням дуги кривої 

)(];[;0)(: babaxxfyL   навколо осі Ox , обчислюється за формулою   

А.  
b

a

dxxfxfS )()(2 .         Б.  
b

a

dxxfxfS )(1)( .  

В.   
b

a

dxxfxfS
2

)(1)(2 .   Г.  
b

a

dxxfS
2

)(  .   

ТЗ 16.42. Яка дуга кривої при обертанні навколо осі Ox  утворює поверхню з площею               

 
0

121

0
2

544122
x

dxxS 52 ?  

А.  1;0;5  xxy .                 Б.  1;0;2  xxy .  

В.  1;0;  xxy .                      Г.  1;0;2  xxy .  

ТЗ 16.43. Яка дуга кривої при обертанні навколо осі Ox  утворює поверхню з площею       

   122
9

1
3

2

43

2
1

3

2

0

1
34

1

0

43 









  xdxxxS ?     

А.  1;0;3  xxy .                   Б.  1;0;
3

1 3  xxy .  

В.  1;0;
3

2 3  xxy .               Г.  1;0;
3

1 2  xxy .  

ТЗ 16.44. Яка дуга кривої при обертанні навколо осі Ox  утворює поверхню з площею            

 
3

56
1

3

8
114

0

3
23

3

0





  xdxxxS ? 

А.  3;0;3  xxy .   Б.  3;0;2 23  xxy .   В.  3;0;2  xxy .   Г.  3;0;
2

1 2  xxy . 
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Практичне заняття №11. Диференціальне рівняння  
з відокремлюваними змінними 

 
Найпростіші диференціальні рівняння першого порядку: 

I. Неповні диференціальні рівняння 

а) Диференціальні рівняння виду:                     )(xfy  .                                         (9.15) 

Загальним розв’язком рівняння (9.15) є функція виду: 

                                                      Cdxxfy   )( .                                                     (9.16) 

б) Диференціальні рівняння виду:                     )(yfy  .                                         (9.17) 

Запишемо рівняння (9.17) у вигляді: 

                                    )(yf
dx

dy
 ,           або:        

)(yf

dy
dx  .             

Вважаючи в цій рівності змінну у аргументом, а змінну х – функцією, отримаємо 

загальний розв’язок диференціального рівняння (9.17) у вигляді: 

                                                         C
yf

dy
x   )(

.                                                       (9.18) 

II. Диференціальні рівняння з відокремленими змінними 

Означення. Диференціальне рівняння виду: 

                                                      0)()(  dyybdxxa .                                                 (9.19) 

де )(),( ybxa  – задані і неперервні функції, називається рівнянням з відокремленими змінними. 

Загальний інтеграл диференціального рівняння має вигляд: 

                                                   Cdyybdxxa   )()( .                                                   (9.20) 

III.  Диференціальні рівняння з відокремлюваними  змінними 

Означення. Диференціальне рівняння виду: 

                                            0)()()()( 2211  dyybxadxybxa .                                        (9.21) 

де )(),(),(),( 2121 ybybxaxa  – задані і неперервні функції, називається рівнянням                        

з відокремлюваними змінними. 

Якщо 0)()( 12  ybxa , то, поділивши почленно рівняння (9.21) на цей добуток, 

отримаємо:                                        0
)(

)(

)(

)(

1

2

2

1  dy
yb

yb
dx

xa

xa
.                                                   (9.22)  

Рівняння (9.22) є диференціальним рівнянням з відокремленими змінними. Загальний 

інтеграл цього рівняння, а отже, й рівняння (9.21), за формулою (9.20) має вигляд: 

                                                         Cdy
yb

yb
dx

xa

xa
  )(

)(

)(

)(

1

2

2

1 .                                                 (9.23) 

Приклад. Розв’язати диференціальні рівняння: 
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1) tgxy  , 

2) 032  yyx , 

3) 0)1(  dyxxydx . 

1) CxC
x

xd

x

xdx
Cdxtgxy   cosln

cos

)(cos

cos

sin
, 

2) Оскільки 
dx

dy
y  , то отримаємо:       032 

dx

dy
yx . 

Домноживши на dx , дістанемо: 

032  dyydxx   –    диференціальне рівняння з відокремлюваними змінними. 

Тоді:                        Cdyydxx   32 , 

                                C
yx


2

3
3

23

 – загальний інтеграл. 

                                       
32

3
32 x

C
y

 ,    
9

26 3
2 xC

y


 ,  

                                       
9

26 3xC
y


  – загальний розв’язок. 

3) Поділимо обидві частини рівняння на добуток 0)1(  yx : 

                                                 0
1


 y

dy
dx

x

x
  

 –   диференціальне рівняння з відокремлюваними змінними. 

                                                         C
y

dy
dx

x

x


  1
, 

                                                    C
y

dy
dx

x

x





 1

1)1(
, 

                                                    C
y

dy
dx

x











  1

1
1 , 

                                    Cyxx  ln)1ln(  – загальний інтеграл. 

                                                      Cxxy  )1ln(ln , 

                                        
xCexy  )1(  – загальний розв’язок. 

 

Тестові завдання до практичного заняття: 

ТЗ 17.1. Розв’язком якого з рівнянь   

          
5

3






y

x
y    чи   

3

5






x

y
y    є функція 35xy   ?  

А. 
5

3






y

x
y  . Б. 

3

5






x

y
y  . В. Не є розв’язком жодного з указаних рівнянь.  
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ТЗ 17.2. Розв’язком якого з рівнянь  

           
2y

xtg
y     чи   xctgyy     є функція xy 2sin  ?  

А. 
2y

xtg
y   .  Б. xctgyy   . В. Не є розв’язком жодного з указаних рівнянь.  

ТЗ 17.3. Розв’язком якого з рівнянь  

           xyy     чи   
2xyy     є функція 

22

5 xey  ?  

А. xyy   .  Б. 
2xyy   . В. Не є розв’язком жодного з указаних рівнянь.  

ТЗ 17.4. Розв’язком якого з рівнянь  

         
2

2sin

y

x
y    чи  

y

x
y

sin
   є функція  2cos2 xy   ?  

А. 
2

2sin

y

x
y   . Б. 

y

x
y

sin
  .  В. Не є розв’язком жодного з указаних рівнянь.  

ТЗ 17.5. Розв’язком якого з рівнянь   

           
y

xtg
y    чи  

xy

x
y

sin
   є функція xxy sin  ?  

А. 
y

xtg
y   .  Б. 

xy

x
y

sin
  . В. Не є розв’язком жодного з указаних рівнянь.  

ТЗ 17.6. Розв’язком якого з рівнянь   

           
x

y
y

sin
   чи  

x

y
y

cos

2

   є функція  2xtgy   ?  

А. 
x

y
y

sin
  .   Б. 

x

y
y

cos

2

  . В. Не є розв’язком жодного з указаних рівнянь.  

ТЗ 17.7. Розв’язком якого з рівнянь   

           
2

2

x

y
y     чи   

3

2

x

y
y     є функція 

1


x

x
y  ?  

А. 
3

2

x

y
y   .  Б. 

2

2

x

y
y   . В. Не є розв’язком жодного з указаних рівнянь.  

ТЗ 17.8. Розв’язком якого з рівнянь  

2

24

x

yyx
y


   чи  

3

24

x

yxy
y


   є функція 

x

x
y

ln4
  ?  

А.
2

24

x

yyx
y


  . Б.

3

24

x

yxy
y


  . В. Не є розв’язком жодного з указаних рівнянь.  

ТЗ 17.9. Розв’язком якого з рівнянь  

      
xy

xy
y

22 
   чи  

xy

xyy
y




2

  є функція xxy ln2  ?  

А. 
xy

xy
y

22 
  . Б. 

xy

xyy
y




2

 . В. Не є розв’язком жодного з указаних рівнянь.  

ТЗ 17.10. Розв’язком якого з рівнянь  



 - 109 - 

xy

xy
y

22 3
   чи  

2

33

xy

xy
y


   є функція xxy ln6  ?  

А. 
2

33

xy

xy
y


  . Б. 

xy

xy
y

22 3
 . В. Не є розв’язком жодного з указаних рівнянь.  

ТЗ 17.11. Розв’язком якого з рівнянь  

x

yyx
y

22
   чи  

yx

xyx
y

2

23 
   є функція 

x

x
y

ln
  ?  

А. 
x

yyx
y

22
 . Б. 

yx

xyx
y

2

23 
  . В. Не є розв’язком жодного з указаних рівнянь.  

ТЗ 17.12. Розв’язком якого з рівнянь  

           
2x

x

y
y     чи   x

x

y
y     є функція 

2xy   ?  

А. 
2x

x

y
y   .  Б. x

x

y
y  . В. Не є розв’язком жодного з указаних рівнянь.  

ТЗ 17.13. Розв’язком якого з рівнянь  

        1 xtgyy   чи  
2xxtgyy    є функція xtgy   ?  

А. 1 xtgyy  . Б. 
2xxtgyy  . В. Не є розв’язком жодного з указаних рівнянь.  

ТЗ 17.14. Розв’язком якого з рівнянь  

     1 xtgcyy   чи  xxyy  cos   є функція xxy cos  ?  

А. 1 xtgcyy  . Б. xxyy  cos . В. Не є розв’язком жодного з указаних рівнянь.  

ТЗ 17.15. Розв’язком якого з рівнянь   

           
23

x
x

y
y    чи  

22
5

x
x

y
y    є функція 

3xy   ?  

А. 23
x

x

y
y  . Б. 22

5
x

x

y
y  . В. Не є розв’язком жодного з указаних рівнянь.  

ТЗ 17.16. Розв’язком якого з рівнянь  

           
x

xctgyy
sin

1
    чи   

x

x
xctgyy

sin
   

є функція xy cos  ?  

А.
x

xctgyy
sin

1
  . Б.

x

x
xctgyy

sin
 . В.Не є розв’язком жодного з указаних рівнянь.  

ТЗ 17.17. Розв’язком якого з рівнянь xxctgyy cos  чи  

xxctgyy sin   є функція xy 2cos  ?  

А. xxctgyy cos . Б. xxctgyy sin . В. Не є розв’язком жодного з указаних рівнянь.  

ТЗ 17.18. Розв’язком якого з рівнянь  

y

xtg
xctgyy   чи 

2

cos

y

x
xyctgy    є функція xctgy   ?  

А.
y

xtg
xctgyy  . Б.

2

cos

y

x
xyctgy  . В. Не є розв’язком жодного з указаних рівнянь.  

ТЗ 17.19. Розв’язком якого з рівнянь  

y

xtg
ctgxyy

3

  чи 
2y

xtg
ctgxyy    є функція tgxy   ?  
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А.
y

xtg
ctgxyy

3

 . Б.
2y

xtg
ctgxyy  . В. Не є розв’язком жодного з указаних рівнянь.  

ТЗ 17.20. Розв’язком якого з рівнянь  

            
2

2

y

x

x

y
y    чи  

y

x

x

y
y

3

   є функція 
2xy   ?   

А. 
2

2

y

x

x

y
y   .  Б. 

y

x

x

y
y

3

  . В. Не є розв’язком жодного з указаних рівнянь.  

ТЗ 17.21. Функція xctgy   є розв’язком якого з рівнянь   

             
2

4

y

xctg
xtgyy     чи   

2y

xctg
xtgyy   ?  

А.
2

4

y

xctg
xtgyy  .Б.

2y

xctg
xtgyy  . В.Не є розв’язком жодного з указаних рівнянь.  

 

ТЗ 17.22. Розв’язком якого з рівнянь  

         
2

72

y

x

x

y
y    чи  

2

852

y

x

x

y
y    є функція 

3xy   ?  

А. 
2

72

y

x

x

y
y   . Б. 

2

852

y

x

x

y
y   . В. Не є розв’язком жодного з указаних рівнянь.  

ТЗ 17.23. Розв’язком якого з рівнянь  xyxtgyy 2sin   чи  

y

x
xtgyy

2cos
   є функція xctgy 2  ?  

А. xyxtgyy 2sin . Б.
y

x
xtgyy

2cos
 . В.Не є розв’язком жодного з указаних рівнянь.  

ТЗ 17.24. Розв’язком якого з рівнянь   

            yyy  2    чи   yyy  2
   є функція xtgy   ?  

А. yyy  2  .   Б. yyy  2
 .В. Не є розв’язком жодного з указаних рівнянь.  

ТЗ 17.25. Розв’язком якого з рівнянь   

  0
2
 yyy   чи  0 yyy   є функція xy   ?  

А.   0
2
 yyy . Б. 0 yyy . В. Не є розв’язком жодного з указаних рівнянь.  

ТЗ 17.26. Яким є загальний розв’язок диференціального рівняння   )4(
2

yyy  ?  

А. xeCy xC  1
2 .  Б. xeCy xC 41

2  .  В. 41
2  xCeCy .  

ТЗ 17.27. Загальним розв’язком якого з рівнянь   

           
x

y
y


   чи  

2

2

x

y
y


   є функція 2

2
1 CxCy  ?  

А. 
x

y
y


 .  Б. 

2

2

x

y
y


  . В. Не є загальним розв’язком жодного з указаних рівнянь.  

ТЗ 17.28. Загальним розв’язком якого з рівнянь xtgyy   чи xctgyy   є функція 

xCCy cos12   ?  

А. xtgyy  . Б. xctgyy  . В.Не є загальним розв’язком жодного з указаних рівнянь.  

ТЗ 17.29. Яким є загальний розв’язок диференціального рівняння xy 2sin3  ?  
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А. 212sin
4

3
CxCxy  . Б. xCxCxy 2

2
12sin

4

3
 . В. 212sin

4

3
CxCxy  .  

ТЗ 17.30. Яким є загальний розв’язок диференціального рівняння   yyy
2  ?  

А. 
xCeCy 1

2 .   Б. 
2

1
2

xCeCy  .   В. 
2

21
xx eCeCy  .  

ТЗ 17.31. Яким є загальний розв’язок диференціального рівняння  
320xy  ?  

А. 21
5 CxCxy  .   Б. 2

2
1

5 CxCxy  . В. xCxCxy 2
3

1
5  .  

ТЗ 17.32. Яким є загальний розв’язок диференціального рівняння  

32  xyy  ?   

А. 21
3 CxCxy   . Б. 2

2
1

2 23 CxCxy   . В. 21
2 2 CxCxy   .  

 

Практичне заняття №12. Лінійні однорідні диференціальні  
рівняння  другого  порядку 

 

Означення. Скалярна нетотожна рівність, яка пов’язує заданою функціональною 

залежністю незалежну змінну х, залежну функцію у цієї незалежної змінної і її похідні yy , , 

де змінна  y   обов’язково входить у цю рівність, називається диференціальним рівнянням 

другого порядку. 

Диференціальне рівняння другого порядку записують у вигляді: 

                                                                 0),,,(  yyyxF .                                              (9.24) 

Означення. Диференціальне рівняння другого порядку виду: 

                                                                   ),,( yyxfy                                         (9.25) 

називається диференціальним рівнянням другого порядку, розв’язаним відносно старшої 

похідної. 

Означення. Розв’язок диференціального рівняння (9.25) виду: 

                                                                 ),,( 21 CCxy  ,                                              (9.26) 

де constC  , називається загальним розв’язком цього рівняння.  

Означення. Довільний розв’язок диференціального рівняння (9.25), який містить одну 

або зовсім не містить довільних сталих, називається частинним розв’язком цього рівняння. 

 

Означення. Лінійним диференціальним рівнянням другого порядку називається 

диференціальне рівняння виду: 

                                                          ( ) ( ) ( )y p x y q x y f x    ,                                     (9.27) 

де )(),(),( xfxqxp  – задані і неперервні функції. 

Диференціальне рівняння (9.27), в якому 0)( xf , називається лінійним однорідним 

диференціальним рівнянням другого порядку.     
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Означення. Лінійним однорідним диференціальним рівнянням другого порядку зі 

сталими коефіцієнтами називається диференціальне рівняння виду: 

                                                              0y p y q y    ,                                           (9.28) 

де qp,  – сталі числа. 

Означення. Характеристичним рівнянням диференціального рівняння (9.28) 

називається рівняння: 

                                                                02  qp ,                                                  (9.29) 

а його корені – характеристичними коренями цього рівняння. 

Характеристичне рівняння (9.29) є квадратним рівнянням відносно змінної  . 

Розглянемо різні можливі випадки відносно характеристичних коренів: 

1. Рівняння (9.29) має два різні дійсні корені 21 , . 

В цьому випадку загальний розв’язок диференціального рівняння (9.28) має вигляд: 

                                                
xx

eCeCy 21

21


 .                                                    (9.30) 

2. Рівняння (9.29) має один дійсний корінь  . 

Тоді загальний розв’язок диференціального рівняння (9.28) має вигляд: 

                                                         
xx xeCeCy 

21  .                                                     (9.31)          

3. Рівняння (9.29) має два різні комплексно – спряжені корені ii   21 , . 

Загальний розв’язок диференціального рівняння (9.28) матиме вигляд: 

                                                 xCxCey x  sincos 21  .                                          (9.32)   

Приклад. Розв’язати диференціальні рівняння: 

1) 5 4 0y y y    , 

2) 6 9 0y y y    , 

3) 2 5 0y y y    . 

1) Складемо характеристичне рівняння: 

                                          0452   . 

Рівняння має два різні дійсні корені: 4,1 21   .  

Тоді загальний розв’язок за формулою (9.30) має вигляд: 

                             
xx eCeCy 4

21  . 

2) Характеристичне рівняння: 

                                0962   ,                                                                            

або:                                       03
2
 .  

Рівняння має один дійсний корінь: 3 . Загальний розв’язок:                       
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xx xeCeCy 3

2

3

1

  .                  

3) Характеристичне рівняння: 

                                0522   . 

016204514)2( 2 D . 

Тоді з формули (5.20) отримаємо два комплексно – спряжені корені: 

i
ii

21
2

42

2

162
1 





 ,  i

ii
21

2

42

2

162
2 





 . 

Загальний розв’язок за формулою (9.32) має вигляд: 

                        xCxCey x 2sin2cos 21  . 

Тестові завдання до практичного заняття: 

ТЗ 18.1. Яке рівняння називається характеристичним для лінійного однорідного диференціального 

рівняння 0 qyypy  зі сталими коефіцієнтами?  

А. 
3 2 1 0k k      . Б. 

2 0p q    . В. 
2 0p q    .  

ТЗ 18.2. Як формується загальний розв’язок лінійного неоднорідного диференціального рівняння  

(ЛНДР) другого порядку?  

А. Загальний розв’язок ЛНДР дорівнює *yyy  , де 2211 yCyCy   – загальний розв’язок 

відповідного однорідного рівняння;  *y  – довільний частинний розв’язок ЛНДР.  

Б. Загальний розв’язок ЛНДР збігається із загальним розв’язком відповідного однорідного 

рівняння 2211 yCyCyy  .  

В. Загальний розв’язок ЛНДР збігається із деяким частинним розв’язком цього рівняння  *yy  .  

ТЗ 18.3. Загальним розв’язком якого з рівнянь 0127  yyy  чи 0158  yyy  є функція 

xx eCeCy 5
2

3
1   ?  

А. 0127  yyy  .                  Б. 0158  yyy  .  

В. Не є загальним розв’язком жодного з указаних рівнянь.  

ТЗ 18.4. Загальним розв’язком якого з рівнянь 076  yyy  чи 044  yyy  є функція 

xx eCeCy 2
21   ?  

А. 076  yyy  .                    Б. 044  yyy  .  

В. Не є загальним розв’язком жодного з указаних рівнянь.  

ТЗ 18.5. Загальним розв’язком якого з рівнянь 087  yyy  чи 02110  yyy  є функція 

xx eCeCy 7
2

3
1   ?  

А. 087  yyy  .                  Б. 02110  yyy  .  

В. Не є загальним розв’язком жодного з указаних рівнянь.  

ТЗ 18.6. Загальним розв’язком якого з рівнянь 067  yyy  чи 0127  yyy  є функція 

xx eCeCy 4
2

3
1   ?  

А. 067  yyy  .                  Б. 0127  yyy  .  

В. Не є загальним розв’язком жодного з указаних рівнянь.  

ТЗ 18.7. Загальним розв’язком якого з рівнянь 0128  yyy  чи 0168  yyy  є функція 

xx eCeCy 6
2

2
1   ?  

А. 0128  yyy  .                Б. 0168  yyy  .  
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В. Не є загальним розв’язком жодного з указаних рівнянь.  

ТЗ 18.8. Загальним розв’язком якого з рівнянь 044  yyy  чи 034  yyy  є функція 

xx xeCeCy 2
2

2
1   ?  

А. 044  yyy  .                 Б. 034  yyy  .  

В. Не є загальним розв’язком жодного з указаних рівнянь.  

ТЗ 18.9. Загальним розв’язком якого з рівнянь 096  yyy  чи 0124  yyy  є функція 

xx eCeCy 4
2

2
1

  ?  

А. 096  yyy  .                   Б. 0124  yyy  .  

В. Не є загальним розв’язком жодного з указаних рівнянь.  

ТЗ 18.10. Загальним розв’язком якого з рівнянь 02  yyy  чи 096  yyy  є функція 

xx xeCeCy 3
2

3
1   ?  

А. 02  yyy  .                     Б. 096  yyy  .  

В. Не є загальним розв’язком жодного з указаних рівнянь.  

ТЗ 18.11. Загальним розв’язком якого з рівнянь 034  yyy  чи 02510  yyy  є функція 

xx xeCeCy 2
2

2
1

   ?  

А. 034  yyy  .                    Б. 02510  yyy  .  

В. Не є загальним розв’язком жодного з указаних рівнянь.  

ТЗ 18.12. Загальним розв’язком якого з рівнянь 0102  yyy  чи 0168  yyy  є функція 

xx xeCeCy 4
2

4
1   ?  

А. 0102  yyy  .                Б. 0168  yyy  .  

В. Не є загальним розв’язком жодного з указаних рівнянь.  

ТЗ 18.13. Загальним розв’язком якого з рівнянь 052  yyy  чи 04  yy  є функція 

 xCxCey x 2sin2cos 21  
 ?  

А. 052  yyy  .                 Б. 04  yy  .  

В. Не є загальним розв’язком жодного з указаних рівнянь.  

ТЗ 18.14. Загальним розв’язком якого з рівнянь 04  yy  чи 044  yyy  є функція 

xCxCy 2sin2cos 21   ?  

А. 044  yyy  .                 Б. 04  yy  .  

В. Не є загальним розв’язком жодного з указаних рівнянь.  

ТЗ 18.15. Загальним розв’язком якого з рівнянь 02  yy  чи 022  yyy  є функція 

 xCxCey x sincos 21   ?  

А. 022  yyy  .              Б. 02  yy  .  

В. Не є загальним розв’язком жодного з указаних рівнянь.  

ТЗ 18.16. Загальним розв’язком якого з рівнянь 045  yyy  чи 065  yyy  є функція 

xx eCeCy 4
21

   ?  

А. 045  yyy  .              Б. 065  yyy  .  

В. Не є загальним розв’язком жодного з указаних рівнянь.  

ТЗ 18.17. Загальним розв’язком якого з рівнянь 096  yyy  чи 09  yy  є функція 

xCxCy 3sin3cos 21   ?  

А. 096  yyy  .                Б. 09  yy  .  

В. Не є загальним розв’язком жодного з указаних рівнянь.  
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ТЗ 18.18. Загальним розв’язком якого з рівнянь 0 yy  чи 098  yyy  є функція 

xCxCy sincos 21   ?  

А. 0 yy  .                         Б. 098  yyy  .  

В. Не є загальним розв’язком жодного з указаних рівнянь.  

ТЗ 18.19. Загальним розв’язком якого з рівнянь 065  yyy  чи 044  yyy  є функція 

xx xeCeCy 2
2

2
1

   ?  

А. 065  yyy  .              Б. 044  yyy  .  

В. Не є загальним розв’язком жодного з указаних рівнянь.  

ТЗ 18.20. Загальним розв’язком якого з рівнянь 032  yyy  чи 022  yyy  є функція 

 xCxCey x sincos 21   ?  

А. 032  yyy  .              Б. 022  yyy  .  

В. Не є загальним розв’язком жодного з указаних рівнянь.  

ТЗ 18.21. Розв’язком якого з рівнянь xyyy 545   чи  

xyyy  45   є функція 1654  xey x
 ?  

А. xyyy  45  . Б. xyyy 545   .  

В. Не є розв’язком жодного з указаних рівнянь.  

ТЗ 18.22. Розв’язком якого з рівнянь xyyy  67  чи  

xyyy  76   є функція 3676  xey x
 ?  

А. xyyy  67  .            Б. xyyy  76  .  

В. Не є розв’язком жодного з указаних рівнянь.  

ТЗ 18.23. Розв’язком якого з рівнянь xyyy  82  чи  

xyyy  910   є функція 
6

5

6

14  xey x
 ?  

А. xyyy  67  .              Б. xyyy  76  .  

В. Не є розв’язком жодного з указаних рівнянь.  

ТЗ 18.24. Розв’язком якого з рівнянь xyyy  2  чи  

xyyy  45   є функція 
16

5

4

14  xey x
 ?  

А. xyyy  2 . Б. xyyy  45 .В. Не є розв’язком жодного з указаних рівнянь.  

ТЗ 18.25. Враховуючи праву частину, в якому вигляді треба шукати відповідний частинний 

розв’язок *y  лінійного неоднорідного диференціального рівняння  
xeyyy 523   ?  

А. 
xAxey * .     Б. 

xAey * .     В. 
xAey 3

*  .  

ТЗ 18.26. Вр 

аховуючи праву частину, в якому вигляді треба шукати відповідний частинний розв’язок *y  

лінійного неоднорідного диференціального рівняння  
xeyyy 3465   ?  

А. 
xAey 3

*  .     Б. 
xAxey 3

*  .     В. 
xAey 2

*  .  

ТЗ 18.27. Враховуючи праву частину, в якому вигляді треба шукати відповідний частинний 

розв’язок *y  лінійного неоднорідного диференціального рівняння  
xeyyy 782110   ?  

А. 
xAey 7

*  .     Б. 
xAxey 3

*  .     В. 
xAxey 7

*  .  

ТЗ 18.28. Враховуючи праву частину, в якому вигляді треба шукати відповідний частинний 

розв’язок *y  лінійного неоднорідного диференціального рівняння  
xeyyy 53158   ?  
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А. 
xAey 3

*
 .     Б. 

xAey 5
*

 .     В. 
xAxey 5

*
 .  

ТЗ 18.29. Враховуючи праву частину, в якому вигляді треба шукати відповідний частинний 

розв’язок *y  лінійного неоднорідного диференціального рівняння  xyyy 22510   ?  

А. BAxy * .     Б. 
xAxey 5

*  .     В. )(* BAxxy  .  

ТЗ 18.30. Враховуючи праву частину, в якому вигляді треба шукати відповідний частинний 

розв’язок *y  лінійного неоднорідного диференціального рівняння  12 2  xyy  ?  

А. CBxAxy  2
* .   Б. 

xeAxy 22
*  .  В.  CBxAxxy  2

* .  

ТЗ 18.31. Враховуючи праву частину, в якому вигляді треба шукати відповідний частинний 

розв’язок *y  лінійного неоднорідного диференціального рівняння  xyy 2cos34   ?  

А. xBxAy 2sin2cos*  .  Б. xAxy 2cos*  .  В.  xBxAxy 2sin2cos*  .  

ТЗ 18.32. Враховуючи праву частину, в якому вигляді треба шукати відповідний частинний 

розв’язок *y  лінійного неоднорідного диференціального рівняння  xyy 4sin29   ?  

А.  xBxAxy 4sin4cos*  .  Б. xAxy 4sin*  . В. xBxAy 4sin4cos*  .  

ТЗ 18.33. Враховуючи праву частину, в якому вигляді треба шукати відповідний частинний 

розв’язок *y  лінійного неоднорідного диференціального рівняння  
xeyy 329   ?  

А. 
xAxey 3

*
 .    Б. 

xeBAxy 3
* )(  . В. 

xeAxy 32
*

 . 
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4. Перелік питань, які включені до екзаменаційних 

білетів 
 

1. Визначники другого і третього порядку і їх обчислення. 
2. Системи лінійних рівнянь і їх обчислення методом Гаусса. 
3. Системи лінійних рівнянь і їх обчислення методом Крамера. 
4. Матриці і дії над ними. 
5. Обернена матриця і її обчислення за допомогою елементарних перетворень.  
6. Матрична форма запису системи лінійних рівнянь. Розв’язання систем лінійних 
рівнянь матричним методом. 
7. Вектори на площині та в просторі. 
8. Дії над векторами. 
9. Векторний базис та система координат. 
10. Скалярний добуток векторів і його застосування. 
11. Векторний добуток векторів і його застосування. 
12. Мішаний добуток векторів і його застосування. 
13. Поділ відрізка в заданому відношенні та навпіл. 
14. Довжина відрізка. Центр ваги трикутника. 
15. Полярна система координат. Циліндрична система координат. 
16. Канонічне рівняння прямої. Рівняння прямої, що проходить через дві точки. 
17. Загальне рівняння прямої. Пряма, задана точкою і нормованим вектором. 
18. Рівняння прямої у «відрізках» на осях. Рівняння прямої з кутовим коефіцієнтом. 
19. Нормальне рівняння прямої. Взаємне розміщення двох прямих на  площині. 
20. Відстань від точки до прямої. Кут між прямими. 
21. Поняття про лінії другого порядку на площині. Коло. 
22. Еліпс, властивості еліпса. 
23. Гіпербола, властивості гіперболи. 
24. Парабола, властивості параболи. 
25. Поняття комплексного числа. Алгебраїчна форма комплексного числа. Дії над 
комплексними числами, заданими в алгебраїчній формі. 
26. Геометричне задання комплексних чисел. 
27. Тригонометрична форма комплексного числа. Перехід від алгебраїчної форми 
комплексного числа до тригонометричної. 
28. Дії над комплексними числами, заданими в тригонометричній формі: множення, 
ділення, піднесення до степеня, добування кореня. 
29. Показникова форма комплексного числа. Перехід від алгебраїчної форми 
комплексного числа до показникової. 
30. Числова послідовність. Границя послідовності. 
31. Функція. Властивості функції. 
32. Означення границі функції, властивості границь. 
33. Геометричний та фізичний зміст похідної. 
34. Похідна. Правила диференціювання функцій. Диференціювання складеної функції. 
35. Диференціал функції. Застосування диференціала до наближених обчислень. 
36. Монотонність функції. Ознаки зростання і спадання функції. 
37. Екстремуми функції. Умови максимуму і мінімуму. 
38. Опуклість, точки перегину графіка функції. 
39. Асимптоти. 
40. Загальна схема дослідження функцій. 
41. Первісна. Невизначений інтеграл і його властивості. 
42. Таблиця невизначених інтегралів. 
43. Знаходження інтегралів методом підстановки. 
44. Інтегрування частинами у невизначеному інтегралі. 
45. Задача про обчислення площі криволінійної трапеції. Визначений інтеграл. 
46. Властивості визначеного інтеграла. Формула Ньютона-Лейбніца. 
47. Обчислення площ плоских фігур за допомогою визначеного інтеграла. 
48. Обчислення об’єму тіла обертання. 
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49. Поняття про диференціальне рівняння першого порядку і множину його розв’язків. 
50. Неповні диференціальні рівняння і їх розв’язання. 
51. Диференціальне рівняння з відокремленими і відокремлюваними змінними. 
52. Лінійні однорідні диференціальні рівняння другого порядку зі сталими 
коефіцієнтами. 
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